
Наукоемкие технологии и оборудование в промышленности и строительстве. 2024. № 5 (79) 

НЕДРОПОЛЬЗОВАНИЕ 

5 

УДК 622.83:622.023.23 EDN: EYAQPL 
 

Литвинский Г. Г. 
Донбасский государственный технический университет 

E-mail: ligag@ya.ru 

К ТЕОРИИ СДВИЖЕНИЯ ПОДРАБОТАННОГО ПОРОДНОГО МАССИВА 

На основе анализа публикаций по проблеме подработки горного массива показана необходи-
мость разработки геомеханических моделей его сдвижения. Впервые оценены параметры бегу-
щих трещин разрыва в кровле и почве лавы, инициирующих обрушение кровли. Установлены ме-
таморфозы формоизменения области полных оседаний при неполной и полной подработке земной 
поверхности. Установлено влияние размеров выемки пласта в плане на прогиб неподработанной 
толщи пород. Предложена геомеханическая модель трещинной пустотности пород для опреде-
ления их оседания на произвольной глубине. Решение обобщено на структурно неоднородные мас-
сивы с помощью рекурсивных алгоритмов. Введен новый коэффициент степени подработки мас-
сива и показано, что при неполной подработке поверхности в толще пород возникают техноген-
ные коллекторы газа. 
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1 Проблема и задачи исследований 
Начиная с XIX века, в период бурного 

развития горнорудной и угольной промыш-
ленности в ведущих горнодобывающих 
странах (Англия, Бельгия, Германия) из-за 
возникающих при ведении горных работ 
повреждений поверхностных зданий и со-
оружений возникла необходимость глубо-
кого изучения сдвижений земной поверх-
ности [1–6 и др.]. В отечественной горной 
науке основы учения о процессах сдвиже-
ния дневной поверхности заложил акаде-
мик С. Г. Авершин [1], который разработал 
расчетные методы их прогноза на основе 
результатов многочисленных и обширных 
натурных измерений.  

Изучением процессов подработки горного 
массива и их влияния на подземные и по-
верхностные объекты занимались многие 
отечественные и зарубежные ученые. К 
настоящему времени по этому вопросу нако-
пилась многочисленная литература [1–10], в 
том числе и обзорного характера [2, 8].  

Проблема остается актуальной вплоть до 
настоящего времени, о чем свидетель-
ствует непрекращающийся поток публика-
ций [7–11 и др.], в которых предлагаются 

разные методы наблюдения за процессом 
сдвижения дневной поверхности и расчета 
его параметров.  

Благодаря экспериментальным и теорети-
ческим исследованиям широкого сообщества 
ученых разных стран можно считать установ-
ленными следующие общепринятые пред-
ставления и закономерности [2–4, 11–15].  

В окрестностях подработки массива раз-
личают разные по своему образованию и 
поведению области. Вся зона сдвижения 
разделяется на 3 обобщенных области, раз-
личных по поведению массива горных по-
род (рис. 1): 

I — область повышенного горного 
давления, состоящая из зон 6 и 8 — опор-
ного давления; 7 — предельно напряжен-
ного состояния на краевых участках пласта; 

II — область разгрузки, где идут про-
цессы деформирования и разрушения по-
род, в которую входят зоны: 1 — обруше-
ния; 2 и 9 — разломов; 3 и 10 — активных 
трещин; 4 и 11 — локальных трещин; 5 и 
12 — плавных деформаций; 

III — приповерхностная область в 
виде мульды сдвижения, где различают 
зоны: 13–15 — растяжения и сжатия, 
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поднятия и опускания, вызывающие разно-
направленные деформации приповерхност-
ных слоев; 16— зона сползания слоев. 

При подработке массива различают слу-
чаи полной и неполной подработки поверх-
ности. В первом случае образуется мульда 
сдвижения с плоским дном, ограниченным 
углами полных сдвижений, во втором — у 
мульды нет плоского дна и максимальное 
оседание происходит возле ее центра.  

Наиболее опасны краевые области 
мульды сдвижения, где происходят смеще-
ния дневной поверхности в виде вертикаль-
ных и горизонтальных деформаций, накло-
нов и изгибов (кривизн), нередко превыша-
ющих заданный нормами уровень их кри-
тических значений.  

К настоящему времени было разработано 
множество методов расчета размеров 
мульды. В общем виде все известные класси-
фикации [3–7] методов прогноза в основном 
разделяют на эмпирические или полуэмпи-
рические методы, численные (в том числе и 
метод конечных элементов МКЭ) и теорети-
ческие модели. Следует признать, что пока 
доминируют эмпирические методы про-
гноза, созданные усилиями многих ученых и 
практиков в предшествующий период почти 
вековой продолжительности, однако при 
всех их достоинствах эти методы почти ис-
черпали свои возможности [1, 4, 6, 11 и др.].  

Численные методы с их мощными фор-
мальными алгоритмами и вычислитель-
ными процедурами требуют предваритель-
ного создания непротиворечивой матема-
тической модели процесса, которая далеко 
не всегда адекватна практике и из-за приня-
тых по умолчанию посылок и предположе-
ний, как правило, обладает рядом суще-
ственных ограничений и недостатков. 
Необходимость корректного задания гра-
ничных и начальных условий с введением 
многочисленных эмпирических постоян-
ных и поправок требует проведения экспе-
риментальных изысканий и опытов, не-
редко длительных и трудоемких. 

Нельзя не отметить, что в ряде методов, 
в том числе и в нормативном методе 

прогноза [15], многие формулы и рекомен-
дации получены эмпирически и не имеют 
аналитического обоснования. Так, для 
определения максимальных оседаний ηmax 
при неполной подработке поверхности ре-
комендована эмпирическая формула: 

 
max 0

1 2
1 2

0,9 cos

,

q m

D Da a
H H

     

         
   

 (1) 

где q0 — максимальное оседание при 
полной подработке поверхности, отнесен-
ное к мощности пласта; 

m —мощность пласта по нормали к ли-
нии падения, м; 

α — угол падения пласта; 
D1 и D2 — размеры выработанного про-

странства соответственно по падению и 
простиранию пласта, м;  

Н — средняя глубина разработки м;  
α1, α2 — эмпирические коэффициенты, 

которые учитывают целики возле лавы и 
прочность подработанных горных пород. 

 

Рисунок 1 — Схема сдвижения и области  
деформирования горных пород при разработке 

наклонного угольного пласта [5] 
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Из формулы 2 [15] и разъяснений к ней 
следует, что даже при H   оседания не 
равны нулю max 0Const   , что проти-
воречит граничным условиям, которым 
должен подчиняться процесс оседания мас-
сива. Во многие эмпирических зависимо-
сти введены многочисленные искусствен-
ные ограничения и логические условия.  

Эти и ряд других недостатков, присущих 
эмпирическим формулам существующих 
нормативных положений и методов прогноза 
делают оправданными дальнейшие исследо-
вания по их уточнению и корректировке. 

Задачей исследований является разра-
ботка геомеханических моделей процессов 
деформирования и разрушения пород при 
подработке горного массива и параметров 
сдвижения земной поверхности. 

2 Геомеханические процессы при 
подработке массива пород 

Рассмотрим последовательные этапы 1–
4 оседания массива по мере отхода лавы 5 
от разрезной печи 6 (рис. 2, 3):  

1. Вначале разрезная печь представляет 
собой протяженную прямоугольную выра-
ботку, ширина которой D2 увеличивается 
по мере движения лавы, что постоянно из-
меняет геомеханическую обстановку в 
окрестности очистных работ. 

2. В кровле и почве растущего вырабо-
танного пространства (ВП) действуют рас-
тягивающие напряжения t , равные [16] 

 (1 )t Н     ; (2) 

где λ — коэффициент бокового распора 
массива пород, 0 1  , обычно 

0,3...0,5  ; 
γН — вертикальная компонента давле-

ния вышележащих пород, Па. 
3. По мере роста ширины ВП из-за дви-

жения лавы возле смещающегося центра 
его кровли и почвы, когда растягивающие 
напряжения t  превысят прочность пород 
[ ]t  на растяжение [ ]t t  , последова-

тельно возникают по нормали к плоскости 

пласта бегущие трещины разрыва, прони-
кающие в массив вверх (в кровлю) и вниз (в 
почву) на глубину [16]  

 2 [ ]
1

2
t

t
D

h
Н



 
 

   
 

. (3) 

Отсюда следует важная закономерность: 
протяженность бегущих трещин разрыва th  
изменяется при движении лавы прямо про-
порционально росту ширины ВП D2 (рис. 4). 

 
1 — зона обрушенных пород; 2–4 — этапы 

увеличения высоты призмы полных сдвижений;  
5, 6 — штреки; 7 — мульда сдвижений 

Рисунок 2 —Поэтапное сдвижение пород 
при движении лавы по простиранию и рост 

призмы полных опусканий пластов  
(разрез по падению, вид по А на рис. 3) 

 
1–7 — см. рис. 2 

Рисунок 3 — Рост призмы полных сдвижений 
на разных глубинах 1–4 (вид по А на рис. 2) 
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Рисунок 4 — Образование трещин разрыва 
и сводов обрушения по мере движения лавы 

4. Трещины разрыва в кровле ВП нару-
шают сплошность слоистых пород и спо-
собствуют их обрушению в виде сводов 
естественного равновесия, форма которых 
весьма изменчива и часто ограничена кон-
тактами пластов в кровле ВП. Высота сво-
дов обрушения не более глубины проник-
новения в массив трещин разрыва hс ≤ ht. 

5. Разрушенные породы при высоте об-
рушения, равной 7…10 мощностей пласта, 
из-за эффекта разрыхления заполняют весь 
объем ВП, создавая подпор («подбучива-
ние») кровли и вначале затрудняя, а затем 
прекращая дальнейшее развитие сводооб-
разования. 

Вышележащие пласты начинают переда-
вать свой вес, прогибаясь последовательно 
снизу вверх в виде волны расслоения с раз-
ной степенью распора и трещинообразова-
ния (плавное опускание) или периодически 
обрушаясь по мере движения лавы в виде 
«осадок» основной кровли, формируя зону 
полных оседаний и углы полных сдвижений 
на границах подработанных пород. 

3 Метаморфозы формоизменения 
области полных оседаний  

Породы в этой области деформированы 
в разной степени, поэтому заметно отлича-
ются своей структурной нарушенностью и 
степенью оседания в зависимости от рас-
стояния до пласта и разрезной печи.  

С удалением от пласта вначале беспоря-
дочно разрушенные пласты породы в виде 
плоских плит и обломков, формирующих со-
бою зону подбучивания с высоким коэффи-
циентом разрыхления, сменяются более упо-
рядоченно прогибающимися пластами по-
род. Чем выше находятся эти пласты, тем бо-
лее их плавный прогиб и меньше оседание. 

Со стороны разрезной печи высота обла-
сти беспорядочного обрушения и разрыхле-
ние пород в ней больше среднего, а затем по-
степенно снижается. То же касается и осталь-
ных областей деформирования пород.  

Следовательно, можно с достаточной 
степенью достоверности утверждать, что 
все области и зоны при подработке горного 
массива обладают асимметрией по пада-
нию и простиранию. Она возникает не 
только из-за угла падения пород, но и зави-
сит от порядка выемки пласта, что требует 
коррекции схемы сдвижения (рис. 1–3). Ко-
личественная оценка асимметрии усложня-
ется, кроме того, периодической осадкой 
основной кровли и наличием пород-мостов. 

Область полных оседаний по мере удале-
ния лавы от разреза претерпевает метамор-
фозы формоизменения из-за смены соотно-
шений размеров ВП по падению и простира-
нию D1 и D2. Условия неполной подработки 
можно записать из простых геометрических 
соотношений (рис. 2, 3) в виде двух нера-
венств, оба из которых всегда соблюдаются, 
начиная с момента движения лавы от разрез-
ной печи, а далее выполняются поочередно: 

 1 1 1

2 2 2
0,5 ,

h D tg
Н

h D tg




 


 (4) 

где h1, h2 — предельная высота зоны пол-
ных сдвижений соответственно по паде-
нию и простиранию, когда она достигает 
земной поверхности; 

φ1, φ2 — углы полных сдвижений соот-
ветственно по падению и простиранию пла-
ста (см. рис. 2, 3). 

Следовательно, нарушение лишь одного 
из неравенств (4) не свидетельствует о том, 
что зона полных сдвижений вышла на зем-
ную поверхность и произошла полная ее 
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подработка с формированием соответству-
ющей ей мульды.  

Условие полной подработки земной по-
верхности будет выражаться в виде выпол-
нения обоих неравенств одновременно 
(конъюнкция условий): 

 1 1 1

2 2 2

0,5
h D tg

Н
h D tg





 


. (5) 

Как правило, поскольку при движении 
лавы по простиранию ее длина по падению 
постоянна D1 = Const, и когда выполняется 
условие h1 > H (обычно на малых глуби-
нах), условие полной подработки пред-
определяется расстоянием D2 от разрезной 
печи, т. е. неравенством D2 ≥ H · ctgφ2. 

При неполной подработке, когда D1 > D2, 
область полных сдвижений принимает 
форму вытянутой вдоль лавы протяженной 
выработки вначале с плоской кровлей, а за-
тем в виде трехгранной призмы со скошен-
ными торцами, опертой основанием разме-
рами D1 × D2 на почву пласта (рис. 5).  

В момент, когда отход лавы равен ее 
длине D2 = D1, область принимает промежу-
точную форму четырехгранной пирамиды, а 
при дальнейшем движении лавы, когда 
D2 > D1, она вытягивается в виде такой же 
трехгранной призмы уже по простиранию 
пласта вдоль D2, пока ее верхнее ребро не 
достигнет своей максимальной высоты 
h2 = H по простиранию (см. рис. 2, 3). 

При полной подработке (рис. 6) образу-
ется мульда, дно которой опускается на 
глубину максимальных оседаний ηт. 

По мере движения лавы вышележащая 
толща пород продолжает прогибаться вслед 
за фронтом очистных работ, удлиняя на зем-
ной поверхности плоскую мульду макси-
мальных сдвижений. Последняя в виде пря-
моугольника со скругленными углами, раз-
мер которого вдоль направления лавы по 
мере ее выемки растет путем своеобразного 
«заметания» исходной линии выхода подра-
ботки на поверхность при h2 = H до длины 
выемочного столба. Поперечный размер 
мульды остается равным начальной длине 
линии максимальных сдвижений D1 · tgφ1. 

 
1 — земная поверхность; 2, 3 — зона полных 

обрушений у лавы и разреза;  
4 — этапы движения лавы 

Рисунок 5 — Зона полных обрушений 3 
при неполной подработке поверхности 1 

 
1 — земная поверхность; 2, 3 — зона полных 

обрушений у лавы и разреза;  
4 — этапы движения лавы 

Рисунок 6 — Зона полных обрушений 3 
при полной подработке поверхности 1 

Эта предельно упрощенная схема дефор-
мирования массива горных пород в дальней-
шем должна быть дополнена путем учета угла 
падения пласта, неоднородного строения мас-
сива, оставления предохранительных цели-
ков, направления выемки угля (по простира-
нию, падению, восстанию и пр.), разных углов 
полных сдвижений по простиранию и паде-
нию, повторной подработки и т. д. В ряде слу-
чаев отдельные этапы подработки массива 
могут отсутствовать или появляться иные 
(например, при наличии наносов, четвертич-
ных пород, выработанных пространств и др.), 
что некардинально влияет на суть геомехани-
ческих процессов сдвижения массива и может 
быть учтено дополнительно.  
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4 Влияние размеров ВП на сдвижение 
массива пород 

Чтобы оценить влияние каждого из разме-
ров выработанного пространства D1, D2 на 
процессы в подработанной толще массива 
горных пород, можно прибегнуть к аналогии 
деформирования пластов закономерностям 
изгиба пластин. Основное уравнение изгиба 
плоской пластины средней толщины записы-
вается в виде (уравнение Софи Жермен [17]) 

 
4 4 4

4 2 2 42 ,w w w q
Dx x y y

  
  

   
 (6) 

где w — вертикальная деформация 
нейтрального слоя пластины, м;  

x, y — система прямоугольных коорди-
нат с началом в центре пластины, м;  

q — нормальная распределённая на-
грузка, действующая на пластину, Па; 

D — цилиндрическая жесткость при из-
гибе пластины, равная  

 
3

2 ,
12(1 )

EhD





 (7) 

где Е — модуль Юнга, Па; 
h — толщина пластины, м; 
v — коэффициент Пуассона материала 

пластины. 
Если c помощью решения уравнения (6) 

определить уравнение прогиба срединного 
слоя прямоугольной пластины размерами 
a × b (которые являются аналогами разме-
ров подработанной толщи в плане D1, D2), 
то на основании качественного анализа ре-
шения можно оценить степень влияния 
каждого из ее размеров.  

Одно из немногих точных решений 
уравнения (6) получено для пластины эл-
липтической формы. Поэтому с целью 
упрощения анализа, вместо прямоугольной 
рассмотрим эллиптическую в плане пла-
стину с тем же соотношением полуосей, 
прогиб которой в центре будет качественно 
подобен прямоугольной (рис. 7). 

Конечный результат решения уравне-
ния (6) для прогиба в центре пластины по-
лучен в замкнутом виде [17]: 

 
1

0 4 2 2 4
3 2 3 ,

8
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а нормальные напряжения в центре пла-
стины равны 
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 (9) 

Проведем анализ полученного решения 
как аналогию поведения пластов в подрабо-
танном массиве и пластины. Как следует 
из (8), прогиб пластины w0 и напряжения в 
ней ,x y   зависят от изменения каждого 
из ее размеров a, b.  

Изучим поведение прогиба при увеличе-
нии одной из полуосей (например, b) при 
постоянном значении другой, для чего 
устремим b / a → ∞. Рассмотрим эту законо-
мерность на графике (рис. 8) в нормирован-
ных относительных координатах. Для этого 
по оси абсцисс будем откладывать расстоя-
ние лавы от разрезной печи в единицах 
длины лавы D1/D2, а по оси ординат — про-
гибы пластов w0, отнесенные к их предель-
ному цилиндрическому изгибу wц, который 
получаем из (8) при устремлении отноше-
ния длины балки к ее ширине, т. е. b / a → ∞.  

Подставляя в (9) с учетом значения ци-
линдрической жесткости D (7), получим: 

 
4 2 4

3
3(1 ) .

8 2
ц

qa qaw
D Eh


   (10) 

 

Рисунок 7 — Деформации w защемлённых по 
контуру прямоугольной и эллиптической пластин 

при равномерно распределенной нагрузке q 
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Рисунок 8 — Рост прогиба пород 
при удалении лавы от разрезной печи 

Линия 1 на рисунке 8 показывает, что от-
носительный прогиб w0 / wц по мере продви-
жения лавы быстро увеличивается на 
участке 0,5 < D1 / D2 < 1,5, стремясь к своему 
предельному значению, т. е. w0 / wц → 1.  

Отметим, что полученная оценка осно-
вана на анализе только упругого изгиба тон-
ких пластов выше зоны полных сдвижений; 
на самом деле уже на первом этапе подра-
ботки породы начинают растрескиваться и 
разрушаться, что значительно увеличивает 
их способность к прогибам. Следовательно, 
более достоверной будет линия 2 на ри-
сунке 8, которая полнее отражает поведе-
ние реальных пород при их подработке и 
показывает, что влияние размера D2 на 
сдвижение подработанной толщи быстро 
затухает при удалении лавы от разрезной 
печи на длину, несколько больше фронта 
очистных работ D1. 

Максимальный прогиб всей толщи по-
род над зоной полных сдвижений w0 со-
гласно уравнению (8) обратно пропорцио-
нален цилиндрической жесткости D (7). 
Поэтому с увеличением мощности (вы-
соты) слоя пород над зоной полных сдви-
жений h прогиб w0 оказывается обратно 
пропорционален кубу высоты w0 ~ 1 / h3, 
при этом нагрузка q на этот слой будет про-
порциональна q ~ h. Следовательно, 

приблизительная оценка показывает, что 
прогиб слоев пород над зоной полных сдви-
жений будет порядка w0 ~ 1 / h2, а с учетом 
неупругих деформаций и разрушения слоев 
можно считать приемлемой оценку 
w0 ~ (1 / h2…1 / h1,5). 

Разумеется, в условиях управления кров-
лей полным обрушением, осложняемого 
периодическими осадками основной 
кровли, кривая 2 не будет такой идеально 
плавной и исказится скачками и разрывами, 
но тем не менее показанная с помощью ана-
логии закономерность будет соблюдаться. 

Следовательно, можно сделать вывод о 
том, что: 

1) уравнение (1) для определения макси-
мальных оседаний max нельзя считать до-
статочно корректным, а метод прогноза [15], 
основанный на его использовании, необхо-
димо пересмотреть; 

2) развитие очистных работ приводит к 
образованию подработанной толщи, в кото-
рой область полных сдвижений меняет 
свою форму от трехгранной призмы вдоль 
лавы при отходе от разрезной печи до такой 
же призмы с ребром большей высоты нор-
мально фронту очистных работ при непол-
ной подработке или до четырехгранной 
призмы при полной подработке; 

3) предопределяющим параметром пол-
ной подработки массива является длина 
фронта одного или примыкающих вырабо-
танных пространств, а максимальные осе-
дания max  земной поверхности будут за-
висеть при неполной подработке от конфи-
гурации объемов зоны полных сдвижений. 

4) при определении оседаний необхо-
димо учитывать случаи полной и неполной 
подработки, поскольку массив, находя-
щийся выше зоны полных сдвижений, бу-
дет подчиняться закономерностям, прису-
щим набору квазизащемлённых по контуру 
балок, взаимодействующих друг с другом; 

5) максимальное опускание мульды 
сдвижения не зависит от расстояния лавы 
от разрезной печи уже при его значении, 
превышающем 1,2…1,5 длины лавы. 
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5 Модель трещиноватости и 
пустотности подработанного массива 
горных пород 

Подработанный массив пород при фор-
мировании мульды оседаний испытывает 
сложные деформации растяжения, сжатия 
и опускания, в результате которых возни-
кает совокупность систем трещин сдвига и 
растяжения.  

Как известно [18], свободное простран-
ство в породах в виде пустот различной 
формы, размера и ориентации называется 
скважностью (пустотностью), которая 
представлена системами пористости, тре-
щиноватости и кавернозности. Пористость 
осадочных горных пород находится в пре-
делах 2…4 % и поэтому может оказать за-
метное влияние на деформации массива. 

При ведении очистных работ в слоистом 
массиве при его подработке возникает 
вполне определенная четко выраженная 
техногенная система трещин, параллельная 
поверхности контактов. Ей присущи в за-
данных горно-геологических условиях до-
статочно выдержанные параметры. Густота 
(или плотность) трещин, которая измеря-
ется расстоянием между соседними трещи-
нами по нормали к их плоскости, примерно 
соответствует мощности слоев, раскрытие 
трещин меняется от долей миллиметра до 
нескольких сантиметров, а угол и азимут 
падения примерно совпадают с теми же па-
раметрами у пластов. 

Согласно п. 2, образование и закрытие 
трещин в зоне подработки происходит в ре-
зультате сложных геомеханических про-
цессов последовательного изгиба и оседа-
ния пластов по мере движения лавы, на ко-
торые зачастую накладываются при управ-
лении кровлей полным обрушением перио-
дические посадки основной кровли. По-
следние выполняют роль триггера неупру-
гих деформаций сдвижения всей много-
слойной толщи подработанных пород. 
Своеобразная «волна» изгибов, растяжений 
и сжатий с инициацией вначале раскрытия, 
а затем уменьшения трещин разрыва 

слоевых контактов многократно проходит 
снизу вверх и пронизывает подработанную 
толщу, заставляя ее в конечном счете опус-
каться и уплотнять подработанные породы.  

Степень пустотности подработанного 
массива можно численно охарактеризовать 
объемным коэффициентом скважности. 
Учитывая особые условия (плоско дефор-
мированное состояние) проявления пустот-
ности в подработанном массиве, деформа-
ции разрыва будут наблюдаться в основном 
перпендикулярно слоистости. Тогда коэф-
фициент трещинной пустотности (КТП) ра-
вен объему пустот, образованных трещи-
нами в единице объема горной породы.  

Поскольку трещины квазипараллельны 
друг другу и в условиях, близких к стеснен-
ной деформации, способны менять в основ-
ном высоту единичного объема породы, ко-
эффициент трещинной пустотности (КТП) 
можно представить в виде формулы: 

 
0 0 0 0

0 1,Т Т Т
Т

V h A h
k

V h А h


    


 (11) 

где hT, VT — соответственно суммарное 
раскрытие и объем всех техногенных тре-
щин в единичном объеме породы. 

Незаполненное обрушенными породами 
кровли выработанное пространство пред-
ставляет пустотный объем с высотой, рав-
ной мощности пласта, а его КТП равен 
kТ = 1. У зависших пород кровли без техно-
генных трещин этот коэффициент можно 
считать равным естественной пористости 
kТ = 0...4 %. В подработанном массиве по-
род КТП будет принимать промежуточные 
значения и тем самым предопределять 
сдвижение массива пород. 

В первом, достаточно приемлемом при-
ближении построим математическую модель 
оседаний дневной поверхности в виде исход-
ного порождающего решения, в котором надо 
получить функциональную зависимость 
сдвижений массива от степени распределения 
в нем КТП в области полных сдвижений, где 
пласты пород переместились параллельно 
своему первоначальному положению.  
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Для упрощения порождающего решения 
принимаем ряд идеализаций и гипотез. В 
частности, считаем массив горных пород 
однородным и изотропным, пренебрегая на 
начальном этапе исследований различием 
свойств слагающих его пластов. Начало ко-
ординат поместим на дневной поверхности 
над центром очистного забоя. Вводим без-
размерные нормированные ортогональные 
координаты ψ, ξ, ς, в которых далее будем 
записывать определяющие соотношения: 

 
0 / ;
0 / 1;
0 / 1;

x H
h H

m



 

 
  
  

 (12) 

где х — расстояние от линии очистного 
забоя, м; 

Н — глубина разработки, м; 
h — текущая глубина, 0 h Н  , м; 
η — оседание подработанного массива 

на глубине h, м; 
т — мощность отрабатываемого пласта. 
Нетрудно видеть, что вертикальный гра-

диент опускания подработанного массива 
будет не чем иным, как коэффициентом 
трещинной пустотности (КТП): 

 ( ) .Т
dk
d





  (13) 

Рассмотрим особенности поведения 
КТП в центре мульды оседания при изме-
нении глубины разработки, вытекающие из 
геомеханических условий рассматривае-
мой задачи: 

– на уровне пласта, где ξ = 1, КТП до об-
разования области беспорядочного обру-
шения должен принимать максимальное 
значение kТ (1) → 1 (пустота); 

– после обрушения пород кровли и со-
здания начального подпора на высоте 
hоб = (5...8)т мощностей разрабатываемого 
пласта КТП принимает значения в пределах 

/ 1 / (5...8) 0,125...0, 2Т обk m h   ; 
– по мере уменьшения глубины разра-

ботки в силу снижения сдвиговых и раз-
рывных деформаций подработанных пла-
стов КТП также снижается; 

– у дневной поверхности, где ξ → 0, при 
полной подработке КТП также должен 
быть равен нулю kТ(ξ = 0) = 0, а оседание 
должно быть равно в безразмерном виде 
ςт = ηт / т, где ηт — максимальное оседание 
дневной поверхности. 

Выберем наиболее простую функцию, 
удовлетворяющую всем вышеприведен-
ным условиям поведения КТП:  

 ( ) ,m
Т

dk a
d
 


    (14) 

где a, m — безразмерные постоянные ко-
эффициенты, определяемые из натурных 
наблюдений и экспериментальных иссле-
дований оседания подработанного массива. 

Решая полученное дифференциальное 
уравнение (14) и определяя постоянную ин-
тегрирования из условия, что при ξ → 0 осе-
дание максимально и равно ςт = ηт / т, по-
сле некоторых замен и упрощений получим 
искомое решение в виде 

 1 (1 )(1 )n
m

      , (15) 

где п ≥ 1 — эмпирическая постоянная. 
Переходя к исходным размерным пере-

менным, окончательно получаем из (15) 

 1 1 1 .
n

m hm
m H




                     
 (16) 

Таким образом, имеем общий вид урав-
нения (16) для определения опусканий под-
работанного массива на произвольной глу-
бине h при заданных значениях мощности 
пласта m и максимальном оседании днев-
ной поверхности ηт.  

На рисунке 9 показаны в относительных 
координатах типичные графики ς(ξ) оседаний 
массива горных пород над отработанным пла-
стом на разных глубинах разработки.  

Если КТП во всей толще одинаков (по-
нятно, что тогда показатель п = 0), то оседа-
ния будут представлены прямыми лини-
ями, выходящими из начала координат и 
пересекающими ось ординат в точке ςт 
(штриховая прямая на рис. 9). 
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Из (15) следует, что при ςт = 0 и п = 0 по-
лучим КТП = m / H. Таким образом в подра-
ботанном породном массиве при выемке на 
глубине 500 м угольного пласта мощно-
стью 1 м КТП равен kТ = 0,002 или 0,2 %, 
что на порядок меньше естественной пори-
стости большинства осадочных пород, рав-
ной 2…4 %. В общем случае, когда п > 0 для 
КТП получим выражение 

 1(1 ) .n
Т mk n        (17) 

Согласно (16) следует, что при 0 ≤ п < 1 
кривые опускания массива изгибаются вы-
пуклостью вверх, т. е. с повышением глу-
бины трещиноватость массива должна сни-
жаться. Поскольку это противоречит экспе-
риментальным данным (расслоение подни-
мается от пласта к поверхности), надо при-
знать, что реальная область значений пока-
зателя степени должна удовлетворять нера-
венству п ≥ 1.  

Отметим довольно простую возмож-
ность распространить функциональные за-
висимости (15–17) на кусочно-неоднород-
ные породные массивы, когда они состоят 
из разнородных по физико-механическим 
свойствам пород. Это значит, что можно 
отказаться от довольно ограничительной 
исходной гипотезы об однородности мас-
сива, а решать задачу, разбив массив на ква-
зиоднородные толщи пород. 

С этой целью следует решать исходное 
дифференциальное уравнение (13), разделяя 
массив пород по высоте на блоки последова-
тельно сверху вниз. Для чего поочередно вы-
числяем опускание ςi на каждой по глубине  
i-той границе ξi блока, сопрягая на них гра-
ничные условия и задаем показатель степени 
для каждого слоя пi, в результате получим  

 ( )n ni
i i

i

a
n

      . (18) 

Тогда на нижней границе i + 1 слоя i по-
лучим опускание 

 1 1( )n ni
i i i i

i

a
n

       . (19) 

 

Рисунок 9 — Графики изменения оседаний 
0 ≤ ς ≤ 1 породного массива по глубине 0 ≤ ξ ≤ 1 

в относительных переменных 

Уравнение (19) является рекуррентным 
алгоритмом ведения расчетов для много-
слойного массива пород. После i-го слоя 
можно переходить к расчету опусканий ςi + 2 
следующего i + 1 слоя. Возможен и проти-
воположный порядок рекуррентного рас-
чета от нижнего слоя вверх, все зависит от 
постановки задачи, наличия достоверных 
исходных данных и граничных условий. 

С этих позиций появляется возможность 
учесть изменение опусканий ςi в неполно-
стью подработанном массиве горных по-
род, что характерно для больших глубин 
разработки (см. рис. 5), а именно при 

1 1 10,5 ( )H h D tg    .  

6 Коэффициент степени подработки 
и максимальные оседания ηт породного 
массива 

Для определения максимальных оседаний 
ηт необходимо ввести по-иному, чем в [19], 
коэффициент степени подработки (0 ≤ kСП ≤ ∞) 
земной поверхности в виде отношения 
(если D1 < D2): 

 
1 1 1

20 .
( )СП

H Hк
h D tg 

    


 (20) 

Как следует из физического смысла коэф-
фициента kСП (20), максимальное оседание 
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ηт подработанной поверхности будет тем 
больше, чем меньше kСП. Граничным значе-
нием коэффициента kСП = 1 разделяются 
случаи неполной kСП < 1 и полной kСП > 1 
подработки земной поверхности. Чем 
глубже ведутся очистные работы, тем 
больше значение kСП > 1, тем меньше подра-
ботка поверхности и ее деформации («боль-
шие» глубины разработки). И, наоборот, 
низкое значение kСП < 1 свидетельствует о 
полной подработке земной поверхности 
(наблюдается на «малых» глубинах) с мак-
симальным нарушением ее целостности.  

Тем самым коэффициент kСП позволяет 
учитывать принципиальное отличие подра-
ботанного массива при его неполной под-
работке, поскольку тогда под земной по-
верхностью появляется толща пород с рас-
пором, поведение которой, согласно (10), 
близко к деформациям толстой плиты. 

В случае неполной подработки земной 
поверхности следует учитывать, что пове-
дение неполно подработанной толщи выше 
зоны полных сдвижений (зона плавных де-
формаций 5 на рис. 1, 2) близко к деформа-
циям толстой прогнутой плиты толщиной, 
которую можно определить по формуле  

 

1

2

1 1

2 2

min

( )
min 0,5 .

( )

ц
ц

ц

h
h

h

D tg
H

D tg



 

  
   

 (21) 

В этом слое породного массива над зо-
ной полных сдвижений оседания ηт будут 
подчиняться закону, близкому к зависимо-
сти (10), т. е. обратно пропорционально 
квадрату толщины 2

цh . Исходя из этих со-
ображений, можно построить характерный 
график (рис. 10) зависимости оседаний ηт 
от коэффициента степени подработки kСП. 

Как следует из графиков (рис. 10), ранее 
полученные зависимости ( )m f Н   (см., 
например, [19]), показанные кривой 1, про-
тиворечат физическому смыслу поведения 
максимальных оседаний ηт при Н → ∞, 

поскольку тогда они должны асимптотиче-
ски стремиться к нулю ηт → 0, а не пересе-
кать ось Н под углом. Следовательно, необ-
ходимо учесть при неполной подработке 
kСП > 1 поведение толстой плиты из припо-
верхностных пород толщиной hц, что 
условно показано кривой 2. 

Обобщенная кривая 3, выделенная пунк-
тиром, отражает теоретически обоснован-
ный случай поведения максимальных осе-
даний ηт, учитывающий полученную из 
опытных наблюдений [17] кривую 1, соот-
ветствующую полной подработке массива 
пород на участке kСП < 1. На «больших» глу-
бинах разработки kСП > 1 график плавно пе-
реходит в кривую 2, полученную теорети-
чески при учете поведения толстой пород-
ной плиты толщиной hц над зоной полных 
сдвижений. 

Отличительной особенностью такого 
построения является выбор координат 

( )СПm f k  , а не ( )m f Н  , как это обычно 
принимают [17], поскольку здесь явным об-
разом надо учитывать влияние степени 
подработки массива коэффициентом kСП. 
Таким образом, обобщенная кривая 3 под-
чиняется двум разным закономерностям, 
которые сопряжены при kСП = 1. Поэтому 
попытки теоретически или эксперимен-
тально получить универсальную формулу в 
зависимости от глубины ( )m f Н   для 
всего диапазона глубин 0 H    обре-
чены на неудачу. 

Следует иметь в виду существенную 
разницу в деформационных свойствах под-
работанной толщи пород. Даже в случае 
полной подработки будут наблюдаться раз-
личные по мощности и структурным свой-
ствам зоны полного разрушения, разломов, 
активных техногенных и локальных тре-
щин, выше которых расположена зона 
плавных деформаций (см. рис. 1). Чем 
больше трещин в зоне, тем более она де-
формативна, тем больше в ней коэффици-
ент пустотности, который убывает по мере 
уменьшения трещиноватости и приближе-
ния к земной поверхности. 
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1 — ηт согласно [19];  

2 — при учете толщины плиты hц;  
3 — теоретическая кривая максимальных оседаний  

Рисунок 10 — Зависимость максимальных 
оседаний ηm от коэффициента степени 

подработки kСП 

Поэтому предлагаемая геомеханическая 
модель в виде дифференциального уравне-
ния (14) должна для каждой зоны характе-
ризоваться только ей свойственными пара-
метрами, в нашем случае согласно (16) — 
параметрами т, п, которые следует опреде-
лить из натурных замеров с помощью про-
буренных через всю толщу подработанных 
пород замерных скважин от поверхности 
до угольного пласта. 

В грубом приближении весь массив под-
работанных пород можно подразделить на 
две области: 

– область полных сдвижений над пла-
стом высотой max(h1, h2) согласно (4); 

– область плавных деформаций в виде 
толстой плиты высотой hц.  

Эти области существенно отличаются 
своими структурными свойствами, в первую 
очередь — способностью к оседанию при 
подработке и коэффициентами трещинной 
пустотности, которые на их контакте могут 
претерпевать разрыв первого или второго 
рода. Качественная картина опускания пород 
по глубине при разной степени подработки 
массива показана на рисунке 11. 

 
1 — полная подработка kСП < 1; 

2–4 — неполная подработка kСП > 1 

Рисунок 11 — Оседания η/m массива 
подработанных пород в зависимости 

от относительной глубины ζ при разной 
степени подработки kСП 

Очевидно, что при неполной подработке 
kСП > 1 из-за рассогласования деформаци-
онных свойств зависающих над зоной пол-
ных сдвижений толщ горных пород и про-
гнувшихся под ними пластов произойдет в 
той или иной степени резкое изменение ко-
эффициента трещинной пустотности ( )Тk   

Предугадать кривую сопряжения КТП с 
зависшей толщей пород (где ( ) 0Тk   ) и 
прилегающей к пласту разрушенной пород-
ной зоной (где КТП ( ) 1Тk   ) ввиду ее из-
менчивости довольно сложно. Однако с вы-
сокой степенью уверенности можно счи-
тать, что зона резкого увеличения КТП 
находится на уровне высоты max(h1, h2) 
зоны полных сдвижений. Чем глубже рабо-
чий горизонт, тем больше КСП, тем больше 
изменяется коэффициент трещинной пу-
стотности, указывая на разрыв в оседаниях 
внутри массива пород. В предельном слу-
чае этот контраст наблюдается при прове-
дении обычной выработки, над которой 
происходит обрушение пород чаще всего в 
виде свода естественного равновесия.  

Таким образом, предлагаемая геомеха-
ническая модель позволяет с единых 
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методических позиций описать ранее несо-
поставимые по своему масштабу разруше-
ния и оседания массива пород над лавой и 
обычной горной выработкой.  

Важно отметить, что выполненные ис-
следования позволили установить ранее не 
зафиксированную для очистных работ за-
кономерность возникновения в процессе 
выемки пласта при неполной подработке 
земной поверхности обширной по протя-
женности и объему области высокой тре-
щинной пустотности, где ( ) 1Тk   . 

Следовательно, на «больших» глубинах 
разработки, когда kСП > 1, в этой области фор-
мируется в толще массива техногенный кол-
лектор рудничных газов, в частности метана 
СН4. Отсюда можно сделать ряд практиче-
ских выводов об опасности миграции под-
земных газов и загазирования поверхност-
ных зданий и сооружений, о возможности и 
технических аспектах дегазации подработан-
ных толщ массива, дренирования или хозяй-
ственного использования газа путем бурения 
в зону газового коллектора направленных 
скважин и отвода его по трубопроводам и др.  

Выводы: 
Изучение закономерностей поведения под-

работанного массива при добыче сырьевых 
ресурсов еще не получило своего завершения, 
а многочисленные предложенные методы 
расчета его параметров часто сложны и не 
всегда достаточно обоснованы и достоверны. 

Из предложенных нами выше геомеха-
нических моделей деформаций подрабо-
танного массива, с учетом впервые уста-
новленных его структурных и технологиче-
ских неоднородностей по глубине, прости-
ранию и падению, следует: 

1. Геомеханическим процессам дефор-
мирования и разрушения горных пород при 
ведении очистных работ присущи циклич-
ность, многостадийность развития и слож-
ного формоизменения возникающих зон 
смещений в массиве. 

2. Рассмотрены геомеханические про-
цессы формирования зон деформаций при 

неполной и полной подработке массива по-
род, впервые оценены параметры бегущих 
трещин разрыва в кровле и почве лавы, 
инициирующих обрушение кровли. 

3. Установлены метаморфозы формоиз-
менения области полных оседаний при не-
полной и полной подработке земной поверх-
ности в процессе развития очистных работ. 

4. На основе решения уравнения Софи 
Жермен выполнены теоретические оценки 
влияния размеров в плане выработанного 
пространства на прогиб многослойной 
толщи пород при удалении лавы от разрез-
ной печи. 

5. Предложена геомеханическая модель 
трещиноватости и пустотности породного 
массива на основе коэффициента трещин-
ной пустотности ( )Тk   в виде дифферен-
циального уравнения (14), решение кото-
рого впервые дает общую зависимость (16) 
для определения оседания подработанного 
массива на произвольной глубине. 

6. Впервые показана возможность 
оценки опускания многослойного неодно-
родного подработанного массива по рекур-
рентным зависимостям (18). 

7. Дано теоретико-экспериментальное 
обоснование закономерностей перехода от 
стадии неполной подработки дневной по-
верхности к полной через коэффициент 
степени подработки КСП 0 СПk   . 

8. Обоснованы закономерности возник-
новения при неполной kСП > 1 подработке 
земной поверхности техногенного газового 
коллектора в верхней части зоны полных 
сдвижений, что позволяет прогнозировать 
интенсивность и планировать управление 
газовыделением. 

Задачей дальнейших исследований гео-
механических процессов подработки зем-
ной поверхности следует считать разра-
ботку моделей с учетом влияния угла паде-
ния пластов, фактора времени, наличия це-
ликов, цикличности осадок основной 
кровли и др. 
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TO THE THEORY OF DISPLACEMENT OF THE UNDERMINED ROCK MASSIF 

The analysis of work publications on undermining rock massif demonstrates the necessity to develop 
geomechanical models for its displacement. For the first time, there have been assessed the parameters 
of running fracture cracks in roof and the long-wall face soil, initiating the roof collapse. The 
metamorphoses of moldability of complete subsidence area at incomplete and complete undermining of 
the Earth’s surface have been determined. The influence of excavation size in plan for deflection of the 
undermined rock mass has been determined. A geomechanical model of rock fracture voids is proposed 
for determining rock subsidence at arbitrary depths. The solution is generalized to structurally 
heterogeneous massifs using recursive algorithms. A new coefficient of massif underworking degree is 
introduced and it is shown that at incomplete under-working of surface, the technogenic gas reservoirs 
appear in the rock mass.  

Key words: displacement, Earth’s surface, geomechanical model, undermining, cleavage, voidness of 
massif, subsidence, deflection, structural inhomogeneity, gas collectors.  
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