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Системы автоматического управления 
(САУ) часто приходится строить для объек-
тов, обладающих большим запаздыванием, 
когда запаздывание в несколько раз больше 
постоянной времени объекта управления. 
При этом необходимо рассчитывать пере-
ходные процессы в системе. Обычно рас-
считываются реакции системы на типовые 
задающие и возмущающие воздействия. 
Однако наличие существенного запаздыва-
ния затрудняет решение данной задачи. 

Это особенно актуально при автомати-
зации технологических процессов горного 
производства: конвейерного транспорта, 
проветривания горных выработок, флота-
ции и сушки угольного концентрата, и 
многих других, у которых наиболее эф-
фективные каналы управления обладают 
запаздыванием, в несколько раз превыша-
ющим постоянные времени.  

Для вычисления процессов в САУ с за-
паздыванием (рис. 1, а) часто используют 
непрерывную эквивалентную функцию в 
виде ряда Тейлора, дроби Падэ или цепи 
апериодических звеньев [1–4]. Однако при 
таком подходе для получения достаточно 
точного решения необходимо использовать 
большое количество составляющих эквива-
лентной функции, что усложняет решение 
задачи. Если запаздывание соизмеримо с 
постоянными времени объекта управления, 
то решение с приемлемой точностью можно 
получить только с помощью цифровых мо-
делей и компьютерной техники.  

 
а 

 
б 

Рисунок 1 — САУ с запаздыванием (а) 
и разомкнутая часть САУ без запаздывания (б) 

При некоторых допущениях для реше-
ния таких задач возможно использование 
классических методов теории дифферен-
циальных уравнений с отклоняющимся 
аргументом [5]. Но эти методы разработа-
ны для использования при малом отклоне-
нии аргумента. В практических задачах, 
особенно при анализе систем управления 
объектами горного производства, зачастую 
чистое запаздывание соизмеримо с посто-
янной времени или больше последней в 
несколько раз. В результате практическое 
применение указанных методов становит-
ся затруднительным и зачастую невоз-
можным. Это создает дополнительные 
трудности при создании автоматических 
систем, использующих расчет процессов в 
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реальном времени с целью прогнозирова-
ния поведения системы, что снижает точ-
ность управления. 

Точным методом решения этой задачи 
является метод последовательного инте-
грирования (метод шагов), заключающийся 
в том, что непрерывное решение рассмат-
риваемой задачи определяется из уравне-
ния без запаздывания [6]. При этом отре-
зок, на котором требуется найти решение, 
разбивается на промежутки, равные вели-
чине чистого запаздывания. Внутри каждо-
го промежутка определяется свое решение. 
В этом случае возникают сложности с со-
ставлением и решением дифференциаль-
ных уравнений, описывающих поведение 
системы на каждом промежутке. 

Каналы управления многими объектами 
горного производства, обладающие 
наибольшей чувствительностью к управ-
ляющим воздействиям, как правило, опи-
сываются динамическими звеньями с су-
щественным запаздыванием. Существую-
щие методы расчета переходных процес-
сов в системах с такими объектами либо 
не обеспечивают приемлемой точности, 
либо неудобны для создания систем 
управления, использующих расчеты в ре-
альном времени. Для устранения этого не-
достатка следует использовать точный ме-
тод последовательного интегрирования, но 
доработать его, чтобы на каждом шаге не 
требовалось решение дифференциальных 
уравнений. 

В связи с этим целью настоящей работы 
является модификация метода последова-
тельного интегрирования для упрощенно-
го расчета переходных процессов в систе-
мах с существенным запаздыванием. 

Объект исследования — каналы 
управления объектами горного производ-
ства с существенным запаздыванием. 

Предмет исследования — закономер-
ности протекания переходных процессов в 
системах с существенным запаздыванием, 
позволяющие упростить расчеты процес-
сов реагирования на управляющие воздей-
ствия. 

Задачи исследования: 
– оценка возможности определения ре-

акции системы с объектом, обладающим 
существенным запаздыванием, без аппрок-
симации объекта непрерывной функцией; 

– разработка методики упрощенного 
расчета переходных процессов в замкну-
той системе автоматического управления 
на основе метода последовательного инте-
грирования. 

Исследование и построение методики 
расчета переходных процессов в системах 
автоматического управления с существен-
ным запаздыванием проводилось на осно-
ве логико-структурного анализа. Точность 
расчетов проверена путем сравнения с ре-
зультатами численных экспериментов. 

При допущениях, что параметры систе-
мы являются постоянными во времени, 
можно использовать предлагаемую моди-
фикацию метода последовательного инте-
грирования. 

Отрезок времени, на котором требуется 
найти решение, разбивается на промежутки, 
длительность которых равна τ. Система рас-
сматривается в разомкнутом виде без запаз-
дывания. Для этого передаточная функция 
разомкнутой части системы разделяется на 
две части, включенные последовательно, 
одной из которых является звено чистого 
запаздывания. Затем звено запаздывания и 
обратная связь из структурной схемы систе-
мы исключаются (рис. 1, б). 

В дальнейших расчетах участвуют 
только выходная координата разомкнутой 
части без запаздывания U(t), управляющее 
воздействие Y*(t), рассогласование ε(t) и 
передаточная функция разомкнутой части 
системы без запаздывания W(р). Вместо 
сигнала обратной связи используется зави-
симость U(t), сдвинутая влево по оси вре-
мени на величину запаздывания U(t – τ). 
Входным воздействием разомкнутой части 
системы на n-м промежутке ε(t)п считается 
разность между управляющим воздействи-
ем Y*(t)п и выходной координатой разо-
мкнутой части без запаздывания на 
предыдущем n – 1 промежутке U(t)п – 1: 
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где U(τ)п – 1 — ордината переходного 
процесса в конце n – 1 промежутка. 

Искомая реакция системы получается 
простым смещением вправо по оси време-
ни на величину запаздывания оригинала 
выходной координаты разомкнутой части 
без запаздывания. 

Слагаемое U(τ)п – 1 / р образовано следу-
ющим образом. Решение на n-м проме-
жутке представляет собой сумму свобод-
ной и вынужденной составляющих пере-
ходного процесса. Свободная составляю-
щая является обратным преобразованием 
Лапласа изображения решения на данном 
промежутке. Вынужденная составляющая 
есть численное значение ординаты пере-
ходного процесса в конце n – 1 промежутка 
U(τ)п – 1, изображение по Лапласу которой 
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Определяя переходный процесс в си-

стеме (рис. 1, а) как реакцию на управля-
ющее воздействие Y*(t) при нулевых 
начальных условиях, заметим, что на пер-
вом промежутке времени [0; τ] звено за-
паздывания сигнал не выдает, значит, вы-
ходная координата системы на этом про-
межутке  

1( ) 0.Y t   

При этом рассогласование равно управ-
ляющему воздействию: 

*( ) ( ).t Y t   

Следовательно, выходная координата 
разомкнутой части на данном промежутке 

*
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .U p Y p W p U t  

 
В течение второго промежутка времени 

[τ; 2τ] на выходе звена запаздывания присут-
ствует сигнал, являющийся искомой реак-
цией на этом промежутке, полностью анало-
гичный сигналу на входе звена на предыду-
щем промежутке времени (для упрощения 
принято, что время внутри каждого проме-
жутка находится в пределах от 0 до τ, т. е. 
отсчет времени производится заново). 

2 1( ) ( ) .Y t U t
 

Рассогласование ε(t)2 в этом случае рав-
но разности управляющего воздействия на 
текущем промежутке времени и сигнала на 
входе звена запаздывания на предыдущем 
промежутке: 

*
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следовательно, 
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Аналогично определяется решение для 
последующих промежутков времени. 

Заметим, что чем больше запаздывание 
относительно постоянных времени, тем 
больше информации о ходе переходного 
процесса содержится в решении для одно-
го n-го промежутка, следовательно, 
уменьшается трудоемкость решения — 
значит, метод эффективен только для ана-
лиза систем с большим запаздыванием. 

Рассмотренную методику можно ис-
пользовать для аналитического прогнози-
рования поведения выходной координаты 
Y(t) для каждого последующего промежут-
ка времени длительностью τ. На каждом  
n-м промежутке можно вычислить функ-
цию Y(t), характерную для последующего 
промежутка n + 1. Это выполняется в соот-
ветствии с алгоритмом (рис. 2). 
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Рисунок 2 — Алгоритм прогнозирования 
выходной координаты 

При наличии признака «Продолжение 
работы» (блок 2), инкремент номера про-
межутка n осуществляется в блоке 3. В 
этой же ветви алгоритма (блок 4) выпол-
няется расчет времени s от начала текуще-
го промежутка времени длительностью τ. 
Расчет выполняется с шагом квантования 
Δt. Также здесь выполняется считывание 
функций Y*(t)п и Y(t)п, характерных для те-
кущего n-го промежутка времени (блок 5). 

Когда переменная s достигнет величины 
τ, блок 6 разрешает расчет переходного 
процесса U(τ)п на выходе инерционной ча-
сти системы без запаздывания. Расчет вы-
полняется в блоках 7–10 по методике, при-
веденной выше. В блоке 11 формируется 
выходная координата системы с учетом 
запаздывания Y(t)п + 1, характерная для сле-
дующего n + 1 промежутка времени. Эту 
функцию можно использовать для коррек-
ции управления системой. Учитывая, что 
данная методика не требует больших вы-
числительных ресурсов, такой алгоритм 
удобно использовать в качестве основы 
для создания быстродействующих систем 
автоматического управления. 

В качестве примера рассмотрим опре-
деление переходного процесса на выходе 
системы с объектом  

( )
peW p

Tp


  

при управляющем воздействии в виде 
единичной ступенчатой функции и нуле-
вых начальных условиях. 

Рассмотрим первый промежуток [0; τ]. 
В соответствии с (1), рассогласование на 
данном промежутке равно управляющему 
воздействию: 

*
1( ) ( );t Y t   1

1( )p
p

  . 

Изображение по Лапласу процесса на 
выходе разомкнутой части системы без 
запаздывания: 

1 1 2
1( ) ( ) ( ) .U p p W p
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Оригинал искомой функции получим, 
используя обратное преобразование Лапла-
са U(t)1 = t. 

Определим ординату переходного про-
цесса в конце первого промежутка, необхо-
димую для дальнейших расчетов U(τ)1 = τ. 

Рассматривая решение на втором про-
межутке [τ; 2τ], для определения рассогла-
сования используем уже известный про-
цесс в системе на первом промежутке: 

*
2 2 1( ) ( ) ( ) 1 ;t Y t U t t      

2 2
1 1( )p
p p

   . 

В соответствии с (2), переходный про-
цесс на втором промежутке 
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Аналогично определим переходный 
процесс на третьем промежутке: 
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Таким образом, можно сравнительно 

просто получить решение для n-го проме-
жутка. Для сравнения на рисунке 2 пока-
заны переходные процессы на выходе 
данной системы, рассчитанные различны-
ми методами при τ = 3. 

 

Рисунок 3 — Переходные процессы, 
рассчитанные различными методами 

Здесь 1 — процесс, рассчитанный ана-
литически описанным выше методом; 2 — 
процесс в этой же системе, в которой зве-
но запаздывания представлено рядом из 
пяти апериодических звеньев первого по-
рядка [1]; 3 — процесс, рассчитанный пу-
тем цифрового моделирования в среде 
Matlab Simulink. 

Полученные зависимости свидетель-
ствуют об эффективности предложенной 
методики для анализа динамических си-
стем с большим запаздыванием на конеч-
ном отрезке времени. Можно заметить, что 
чем больше величина запаздывания отно-
сительно постоянной времени, тем больше 
эффективность и меньше трудоемкость 
метода. 

Аналогично можно вычислять переход-
ные процессы в системах с различными 
объектами и входными воздействиями. 
Также можно учитывать возмущения. 
Возмущения должны быть приведены ли-
бо к выходу объекта, либо к выходу си-
стемы. Тогда их можно учесть по принци-
пу суперпозиции на соответствующем от-
резке времени. 

Таким образом, для решения задачи 
расчета переходных процессов в системах 
с объектами, обладающими большим за-
паздыванием, целесообразно использовать 
модифицированный метод последователь-
ного интегрирования. Этот метод позволя-
ет рассчитать переходные процессы в САУ 
с получением точного решения при усло-
вии, что параметры системы являются по-
стоянными во времени. Такой подход эф-
фективен и менее трудоемок, чем другие 
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методы, при большом значении запазды-
вания. Использование предложенной ме-
тодики может быть полезно для инжене-
ров, занимающихся проектированием ав-
томатических систем. 

Выполненные исследования позволили 
сделать следующие выводы: 

1. Установлено, что в системах с суще-
ственным запаздыванием, когда чистое 
запаздывание соизмеримо с постоянной 
времени объекта, определение реакции си-
стемы возможно без аппроксимации объ-
екта непрерывной функцией. 

2. На основе метода последовательного 
интегрирования разработана методика 
упрощенного расчета переходных процес-
сов в замкнутой системе автоматического 
управления, обеспечивающая точное ре-
шение на промежутках времени, равных 
величине чистого запаздывания. 

Дальнейшие исследования будут 
направлены на разработку алгоритмов оп-
тимизации управления системами с суще-
ственным запаздыванием на основе рас-
смотренной методики расчета переходных 
процессов. 
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ANAYTICAL CALCULATION OF PROCESSES IN SYSTEMS WITH LARGE DELAYS 

The work is devoted to developing a methodology for computing transients in large-delayed 
dynamical systems. It is proposed to use the modified method of sequential integration for calculations. 
A presented computational algorithm can be used in the design of automated systems for mining 
production. 
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