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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРЯМОГО ВЫДАВЛИВАНИЯ 
ПОРОШКОВЫХ ПОРИСТЫХ ЗАГОТОВОК 

Работа посвящена разработке математической модели напряженно-деформированного со-
стояния и плотности при прямом выдавливании порошковых пористых заготовок. Рассмотре-
на математическая модель и граничные условия для расчета напряженно-деформированного 
состояния и пористости порошкового тела. Для оценки плотности использовано кинетическое 
уравнение изменения пористости в процессе прямого выдавливания упругопластического тела с 
учетом граничных условий.  
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Постановка проблемы, обоснование ее 
актуальности. Холодное выдавливание 
порошковых пористых заготовок является 
перспективным и рациональным способом 
получения деталей. Холодной штамповкой 
пористых заготовок получают изделия про-
стых и сложных форм, достигая при этом 
высокой плотности и требуемых свойств 
материалов, сопоставимых со свойствами 
литых и деформированных материалов 
аналогичного химического состава [1].  

При этом выдавливанию, как наиболее 
прогрессивному способу получения дета-
лей сложной формы из порошковых пори-
стых заготовок, не уделено достаточно 
внимания. Практически отсутствуют све-
дения о деформационной способности по-
рошковых материалов в условиях холод-
ной обработки давлением при выдавлива-
нии полых тонкостенных изделий. 

Процессы деформирования встречаются 
в технологиях порошковой металлургии 
при получении пористой заготовки из по-
рошка и на стадии финишной обработки 
самой заготовки. При исследовании про-
цессов деформирования рассматривается 
промежуточное состояние материала, ко-
торым в исходном состоянии является по-
рошок, а в конечном — пористое тело. 
Особенностью таких материалов является 
способность необратимо изменять свой 

объем. В частности, возможность уплот-
няться при схемах нагружения с преобла-
дающей гидростатической компонентой. 

Постановка задачи. При исследовании 
схем изготовления деталей сложной фор-
мы — с внутренними полостями и тон-
кими стенками — холодной штамповкой 
порошковых пористых заготовок возника-
ет необходимость разработки математиче-
ских моделей выдавливания, выполнения 
исследований, направленных на изучение 
процессов пластического деформирования, 
влияния свойств порошкового материла на 
формирование свойств материала изделия. 

Целью исследования является разра-
ботка математической модели прямого 
выдавливания порошковых пористых за-
готовок. 

Для достижения поставленной цели 
необходимо:  

– рассмотреть математическую модель 
и граничные условия для расчета напря-
женно-деформированного состояния и по-
ристости порошкового тела; 

– для оценки плотности использовать 
кинетическое уравнение изменения пори-
стости в процессе прямого выдавливания 
упругопластического тела с учетом гра-
ничных условий;  

– на основе положений теории пластично-
сти пористых тел разработать математиче-

mailto:okostrub82@bk.ru


Наукоемкие технологии и оборудование в промышленности и строительстве. 2024. № 3 (77) 

МЕТАЛЛУРГИЯ 

61 

скую модель напряженно-деформированного 
состояния и плотности при прямом выдав-
ливании порошковых пористых заготовок. 

Методика исследования. При разра-
ботке математической модели используем 
понятия континуальной механики пласти-
ческих деформаций [2]. В частности, 
предполагается существование поверхно-
сти нагружения, а также справедливость 
ассоциированного закона течения. Мате-
риал рассматриваем как изотропный во все 
моменты деформирования. В этом случае 
его поведение контролируется первым ин-
вариантом тензора скоростей деформаций 
и вторым инвариантом его девиатора [3].  

Для моделирования процесса холодного 
прессования использовали представления об 
упругопластическом пористом теле. В осно-
ве определяющих уравнений пластического 
течения пористого тела лежит связь между 
приращениями деформаций ijdε , прираще-
ниями напряжений ijdσ  и напряжениями 

ijσ  [1, 2]. Приращения деформаций склады-

ваются из приращений упругих y
ijdε  и пла-

стических p
ijdε  деформаций: 

 y p
ij ij ijd d dε ε ε= + . (1) 

Через скорости деформаций можно за-
писать [4, 5] 

 p
ij ij ije e eν= + , (2) 

где ij
ij

d
e

dt
ε

=  — тензор скоростей де-

формации. 
В соответствии с законом Гука для 

упругих деформаций можно записать 

 0
2 3

ijy
ijij

dD d
de

G K
σ

δ= + , (3) 

где ijD  — девиатор деформаций; 

( )
EG
ν

=
2 1+

 — модуль сдвига; ijδ  — сим-

вол Кронекера; 0σ  — шаровой тензор; 

( )3 1 2
EK
ν

=
−

 — модуль объемного сжа-

тия; ν  – коэффициент Пуассона; E — мо-
дуль упругости. 

Пластическая составляющая поведения 
материала описывается определяющими 
соотношениями модели Cam-Clay в форме, 
представленной в работах [6, 7]. Согласно 
этой модели, уравнение поверхности 
нагружения для пористой среды имеет вид 

 
( ) ( )

2 22
0 01

1
p p

m
στ θ

ψ ϕ
+  + = −  + 

, (4) 

где ( )1 2 3
1
3

p σ σ σ= + +  — шаровой 

тензор; θ  — пористость; 0σ  — напряже-
ние течения твердой фазы; 

( )0 0 1p mσ θ ψ= −  — значение шаровой 
компоненты напряженного состояния, при 
которой объем не изменяется; τ  — интен-
сивность напряжений; m — коэффициент, 
чувствительный к дефектам порошка и тра-

ектории деформирования; 
( )31 1

3
θ

ψ
θ
−

= , 

( )21ϕ θ= −  — функции пористости. 
Интенсивность напряжений определит-

ся через главные нормальные напряжения 
как [8] 

 

( ) ( ) ( )
222

1 2 2 3 3 1

1
3

,

τ

σ σ σ σ σ σ

= ×

× − + − + −

(5) 

где 1 2 3, ,σ σ σ  — главные нормальные 
напряжения. 

Эволюционное уравнение для пористо-
сти непосредственно следует из закона со-
хранения массы [9]: 

 ( ) .pd e
dt
θ θ= 1−  (6) 
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Эквивалентная деформация твердой фа-
зы пористого тела принимается в виде 

 ( ) ( )2 21
1

p pd e
dt
ω ψ ϕ γ

θ
= +

−
. (7) 

Ассоциированный с формулой опреде-
ления плотности, закон течения дает для 
скоростей деформации вдоль главных 
направлений следующее выражение: 

 
( )

( ) ( )
1

1

2

2 , 1, 2,3 .
i i

i

e I

S I i

λ ϕ σ σ ψ

λ ϕ ψ

 = − + = 
= + =

 (8) 

где iS  — главные компоненты девиатора 
напряжений; λ  — множитель Лагранжа.  

Вычисляя из формулы (8) интенсив-
ность скоростей деформации сдвига 

 ( ) ( ) ( )2 22

2

2
3

2 ,

z r r z

H

e e e e e e

I

θ θ

λψ

= ×

× − + − + − =

=

(9) 

найдем скалярный множитель Лагранжа в 
ассоциированном законе течения: 

 
2 ср

Hλ
ψ σ

= . (10) 

Тогда уравнение для скоростей дефор-
мации (8) запишется как 

 ( )1

2

2
, 1,2,3 ,

2
i

i
e II S i
H I

ϕ
ψ
⋅ 

= + = 
 

(11) 

а скорость изменения объема, вызванная 
формоизменением: 

 
2

3 ср
z r

H
e e e e

Iθ
ϕ σ

ψ
= + + = . (12) 

При нулевой пористости φ = 0, ψ = 3 и 
(8), (11), (12) совпадают с обычными урав-
нениями теории пластического течения 
Леви — Мизеса. 

Так как объем материала изменяется за 
счет изменения объема пор 

 1 ,
1

de
dt
θ

θ
= ⋅

−
 (11) 

то из формулы (12) получим 

 ( )
2

3
1 срHd

dt I

ϕ σθ θ
ψ

= − . (12) 

Уравнение (12) является кинетическим 
уравнением изменения пористости порош-
кового материала в процессе его пластиче-
ской деформации. В случае 1θ  , ϕ θ≈  
уравнение (12) можно записать в более 
простом виде: 

 срd
dt k

ϕΗσθ
=  или d d

dt k
θ σ Γ3
= , (13) 

где dГ = Нdt — приращение интенсивно-
сти деформаций; 3sk σ=  — предел те-
кучести на сдвиг компактного материала. 

На основании ассоциированного закона 
течения определяются приращения пла-
стических деформаций: 

 p
ijijd d Dε λ= , (14) 

где 3
2

p
i

i

de
dλ

σ
= — множитель Лагранжа. 

Подставляя выражения (14) и (1) в (3), 
получаем уравнение Прандтля — Рейса 
для пластически деформируемой среды по 
теории течения [10]: 

 0 3
2 3 2

p
ij i

ij ij ij
i

dD ded
de D

G K
σ

δ
σ

= + + . (15) 

Уравнение Прандтля — Рейса связыва-
ет напряжения с бесконечно малыми при-
ращениями деформаций и напряжений, 
т. е. не является конечным соотношением 
между напряжениями и деформациями для 
произвольного нагружения или пути де-
формирования. Оно отражает зависимость 
деформаций от пути нагружения и напря-
жений от пути деформирования. 

Для процессов обработки давлением 
уплотняемых порошковых пористых матери-
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алов p y
ij ijde de . Если пренебречь упругой 

составляющей тензора деформаций, прихо-
дим к уравнениям Сен-Венана — Леви — 
Мизеса [11]: 

 3
2

i
ij ij

i
D

ε
ε

σ
=



 . (16) 

Уравнения Сен-Венана — Леви — Ми-
зеса представляют собой конечные зави-
симости между напряжениями и скоро-
стями деформаций.  

Результаты исследования. Необрати-
мая составляющая тензора скоростей де-
формаций связана с напряжениями прин-
ципом нормальности: 

 ,p
ig

ij

Фe λ
σ
∂

=
∂

 (17) 

где Ф — пластический потенциал, 
определяемый уравнением (18): 

 
( ) ( )

( )

2 2
0

2
01 .

1

ij
p p

Ф

m

τσ
ψ ϕ

σ
θ

+
= + −

 − −  + 

 (18) 

Пластический потенциал — это некоторая 
скалярная функция в пространстве напряже-
ний, частные производные от которой дают 
величины, пропорциональные компонентам 
приращений пластической деформации.  

Уравнение для скоростей напряжений 
можно представить в виде [11] 

 ( ),ij
ij kn im

d
g e

dt
σ

σ= . (19) 

Выражение (19) можно использовать 
для решения задачи распределения напря-
жений при прямом выдавливании. 

Определим граничные условия, которые 
должны отражать характер взаимодей-
ствия поверхности инструмента с поверх-
ностью заготовки.  

Определим граничные условия для пер-
вой стадии прямого выдавливания, когда 

происходит осадка заготовки и уплотнение 
материала. Установим вид граничных 
условий для цилиндра с наружным радиу-
сом b и высотой h (рис. 1). 

Цилиндрическую систему координат 
выберем таким образом, чтобы ось Z была 
сонаправлена оси заготовки, а ее основание 
Z = 0 совпало с плоскостью упора. Предпо-
лагаем последний недеформируемым и аб-
солютно шероховатым. Будем иметь: 

 0; 0.z z r zV V=0 =0= =  (20) 

Аналогично запишется для верхнего 
пуансона: 

 0; 0.z
z h r z h

V
V

r = =
∂

= =
∂

 (21) 

Граничные условия для второй ста-
дии — прямое выдавливание, происходит 
заполнение кольцевой части. 

Боковые поверхности матрицы r = b и 
внутреннего упора r = a являются неде-
формируемыми, характеризуются следу-
ющими кинематическими условиями: 

 0.r r a r r bV V= == =  (22) 

Кроме этого, на боковых поверхностях 
имеет место внешнее трение. Принимая за-
кон внешнего трения в форме Зибеля, запи-
шем следующие граничные условия [11]: 

 ;rz r a r a rz r b r bm mτ σ τ σ= = = == − = ,(23) 

где m — фактор трения.  

    
а  б 

Рисунок 1 — К стадии осадки и уплотнения (а); 
к стадии прямого выдавливания (б) 
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Выводы. Разработанная математиче-
ская модель может быть использована для 
анализа напряженно-деформированного 

состояния и плотности при прямом выдав-
ливании порошковых пористых заготовок. 
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DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL MODEL FOR DIRECT EXTRUSION 
THE POWDER POROUS BILLETS 

The paper is devoted to the development of mathematical model of the stress-strain state and density 
during the direct extrusion of powder porous billets. The mathematical model and boundary conditions 
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for calculating the stress-strain state and porosity of the powder body have been examined. For density 
estimation the kinetic equation of porosity change in the process of direct extrusion of elastoplastic 
body with regard to boundary conditions is used.  

Key words: mathematical model, direct extrusion, porous powder billet, stress-strain state, density, 
porosity. 
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