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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное пособие написано в соответствии с программой по спе-
циальным разделам курса высшей математики для студентов электро-
технических, физико-математических специальностей. 

Пособие состоит из шести глав, которые содержат теоретические 
сведения и практические приложения по основным разделам теории 
функций комплексного переменного. 

В начале каждого параграфа приводятся необходимые теоретиче-
ские сведения (определения, теоремы, формулы), а также подробно раз-
бираются типовые задачи и примеры. 

В учебном пособии также содержатся примеры для самостоятель-
ного решения, которые снабжены ответами. 

Первая и вторая главы посвящены комплексным числам и функ-
циям комплексного переменного. 

Третья и четвертая – дифференцированию и интегрированию 
функций комплексного переменного. 

Ряды Лорана и Тейлора, вычеты и их применение рассмотрены в 
пятой и шестой главе. 

В конце учебного пособия представлены задания для индивиду-
альной семестровой работы студентов стационарной и заочной формы 
обучения. 
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ  

1.1. Комплексные числа 

Определение 1. Комплексным числом z  называется выражение 
iyxz  , где x  и y  – действительные числа, i  – мнимая единица, 

определяемая  равенством 1,1 2  ii . Числа x  и у называются 
соответственно действительной и  мнимой  частями комплексного 
числа z  и обозначаются zx Re , zy Im . 

Определение 2.  Комплексное число iyxz   называется сопря-
женным комплексному числу iyxz  . 

Определение 3.  Два комплексных числа  111 iyxz   и 222 iyxz   
считаются равными, если 21 xx   и 21 yy  .  

Геометрическое изображение комплексного числа: 
 

 

 

 

 

 

     

Комплексное число iyxz   изображается в плоскости XOY  
точкой с координатами ),( yx  или вектором с началом в точке )0,0(O  и 

концом в точке ),( yxA  (Рис. 1). Длина r  вектора OA  называется моду-

лем комплексного числа и обозначается || z : 22|| yxzr  . Угол  , 

образованный вектором OA  с осью OX , называется аргументом ком-
плексного числа z , обозначается zArg  и определяется не однознач-
но, а с точностью до слагаемого, кратного 2 : 

 
        

О                           х      
 

        
 

 

r = |z| 
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...),2,1,0(2argArg  kkzz  , 

где zarg  есть главное значение zArg , определяемое условиями 

  zarg , 

причем 































.0,0,
2

,0,0,
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,0,0,arctg

,0,0,arctg

,0,0,arctg

arg

yxесли

yxесли

yxесли
x
y

yxесли
x
y

yxесли
x
y

z









                        (1.1) 

Имеют место следующие соотношения: 

x
yz )tg(Arg ,  

22
)sin(Arg

yx
yz


 ,  
22

)cos(Arg
yx

xz


 .  (1.2) 

 

Два комплексных числа 1z  и 2z  равны тогда и только тогда, когда 
их модули равны, а их аргументы либо равны, либо отличаются на ве-
личину, кратную 2 : 

|||| 21 zz  ,   nzz 2ArgArg 21    ...),2,1,0( n . 

1.2. Алгебраическая форма комплексного числа 

Запись iyxz   называется алгебраической формой записи 
комплексного числа. 

Пусть даны два комплексных числа 111 iyxz   и 222 iyxz  . 
Суммой 21 zz   комплексных чисел 1z  и 2z  называется комплекс-

ное число 

)()( 212121 yyixxzz  .                        (1.3) 
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Пример 1.  
а) (2 0 ) (7 4 ) 9 4    i i i ;   
б) ( 2 3 ) ( 9 5 ) 7 2      i i i ; 
в) iii 21)34()53(  . 
Разностью 21 zz   комплексных чисел 1z  и 2z  называется ком-

плексное число 

)yi(y)x(xzz 212121  .                                  (1.4) 

Произведением 21 zz  комплексных чисел 1z  и 2z  называется ком-
плексное число 

)yxyi(x)yyx(xzz 1221212121  .                        (1.5) 

Из определения произведения комплексных чисел следует, что 
222 || zyxzz  . 

Пример 2. 

iiiiiii)i)(( 2 61384105841054521  . 

Частным 
2

1

z
z  от деления комплексного числа 1z  на комплексное 

число 02 z  называется такое комплексное число z , которое удовле-
творяет уравнению 12 zzz  . Для частного имеет место формула 

2
2

21

2

1

|z|
zz

z
z
 .                                           (1.6) 

При этом была использована формула 2
2

21
2 || z

zz  . 

Пример 3. 

i
ii
ii

i
i 21....

)23()23(
)23()47(

23
47







 ; 

Формулу  2
2

21

2

1

|| z
zz

z
z
   можно записать в виде: 
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2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

2

1

yx
yxyxi

yx
yyxx

z
z








 . 

Действительная часть zRe  и мнимая часть zIm  комплексного 

числа z  выражаются через сопряженные комплексные числа следую-

щим образом: 

2
Re zzz 

 ,  
i
zzzziz

22
Im 




 . 

Пример 4. Вычислить 
31

2
2211

zz
zzzzz




 , если  

i32z1  ; i43z 2  , i1z3 . 

Решение. 







ii
iiiiz

132
)43()43)(32()32( 2

 











)43)(43(
)43)(2013(

43
162491289632 22

ii
ii

i
iiiiii  

ii
i

iii
25

112
25
41

25
11241

169
80526039 2

2

2










. 

1.3. Тригонометрическая и показательная форма записи ком-
плексного числа 

Пусть x0  – полярная ось,  полярный угол, (0,0) – полюс, 
rA 0  – полярный радиус. 

Любое комплексное число )0(  ziyxz  можно записать в 
тригонометрической форме 

)sin(cos  irz , где || zr  ,  zArg .          (1.7) 

Комплексное число z  может быть представлено в показательной 

форме 
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 ireirz )sin(cos                                    (1.8) 

где  || zr   – модуль, zarg – аргумент. 
Связь между показательной и тригонометрической формами уста-

навливает формула Эйлера: 

 sincos iei                            (1.9) 

Если constA , то: 
0A , тогда  ),0sin0(cos iAA   

,0A  тогда  )sin(cos  iAA  . 

Пример 5. Записать в тригонометрической форме комплексное 
число 31 iz  . 

Решение. 






3
2,3

1
3tg;2)3()1(|| 22z ; 

i2 2z 2 cos sin .
3 3

     
       

    
 

Пример 6. Найти модуль и главное значение аргумента iez 53 . 
Решение.  

5arg;|| 3  zez . 

Пример 7.  Решить уравнение 0 iez . 
Решение. Запишем число i  в показательной форме: 







 















 








 



2ππ

2
πi

kiki e2
2

sin2
2

cos . 







 


 kiz 2
2

. 

Пусть два комплексных числа 1z  и 2z  даны в тригонометрической 
форме )sin(cos 1111  irz  , )sin(cos 2222  irz  , тогда их произве-
дение находится по формуле: 
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)]sin()[cos(
211 2  irrzz 2121 . 

При умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а 
аргументы складываются 

|||||| 2121 zzzz  ,  2121 ArgArg)Arg( zzzz  . 

Пример 8. Найти произведение комплексных чисел 







 

12
sin

12
cos21

 iz
 и 







 

4
sin

4
cos32

 iz
. 

Решение. 

iiizz 21 333
3

sin
3

cos6
412

sin
412

cos32 





 
















 










 




 . 

Частное двух комплексных чисел 1z  и 02 z  в тригонометриче-
ской форме находится по формуле 

)]sin()[cos( 2121  i
r
r

z
z

2

1

2

1 , 

где   
|r|
|r|

z
z

2

1

2

1  ,  21
2

1 zz
z
z ArgArgArg  . 

Пример 9. Записать в тригонометрической форме число 
i
i
31
22


 . 

Решение. 
iziz 31,22 21  . 

22)2(2|| 22
1 z ,   1

2
2tg 1 


 ,  





1arg z . 

2)3(1|| 2
2 z .   3

1
3tg 2 


 ,   

3
arg 2


z . 

2|| z ,  









zarg , следовательно: 

...,2,1,0,2sin2cos2
31
22













 








 




 kkik

i
i  . 
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Пример 10. Найти действительные решения уравнения 

iyii  13)35(x)24( . 

Решение. Выделим в левой части уравнения действительную и 
мнимую части: 

iyxi5yx  13)32()4( . 

Отсюда согласно определению равенства двух комплексных чисел 
получаем: 








.132
,1354

yx
yx

 
Решив эту систему, находим 

1,2  yx . 

Возведение комплексного числа )sin(cos  irz   в натураль-
ную степень  n  находится по формуле Муавра: 

))sin()(cos())sin(cos(  ninrirz nnn .  (1.10) 

Отсюда очевидно при 1r : 

)sin()cos()sin(cos  nini n . 

Пример 11. Вычислить по формуле Муавра 3)3( i . 
Решение. 

241)3(,3 2222  yxriz . 

63
1arctgarctg 

 
x
y . 







 

6
sin

6
cos23  ii . 

С помощью формулы Муавра находим: 

iiiii 8)0(8
2

sin
2

cos8
6

3sin
6

3cos2)3( 33 





 










 




 . 
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Вторая формула Муавра для извлечения корня n -й степени из 
комплексного числа z  имеет n  различных значений, которые находятся 
по формуле: 







 





n

ki
n

k|z|izz nnn 2sin2cos)sin(cos ,  (1.11) 

где  znk arg,1,...,2,1,0   . 

Пример 12. Найти все значения кубического корня из единицы: 3 1 .  
Решение. Представим 1 в тригонометрической форме: 

.0sin0cos1 i  

;
3
20sin

3
20cos0sin0cos1 33 kiki  




  

,0k  ;10sin0cos1  ix  

;
2
3

2
1

3
2sin

3
2cos,1 2 iixk 

  

2
3

2
1

3
4sin

3
4cos,2 3 iixk 

  

Пример 13. Найти модуль и главное значение аргумента ком-
плексного числа 31 iz   и записать его в тригонометрической и по-
казательной форме. 

Решение.  
2431||  rz . 

3
2arctg;3

1
3tg 

  . 

3
2

2
3

2sin
3

2cos231
 i

eiiz 





  . 

1.4. Множества и кривые на комплексной плоскости 

Расстояние ),( 21 zz  между точками плоскости комплексного 
переменного 111 iyxz   и 222 iyxz   находится по формуле: 

||)()()( 1
2

1
2 zzyyxxz,z 221221  .  (1.12) 
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Уравнение окружности радиуса R  записывается в виде:  
R|zz| 0  . 

Уравнение круга с центром 0z  радиуса R  записывается неравен-
ством: 

R|zz| 0  . 

Кольцо с центром в точке 0z , радиусы внешней и внутренней 
окружностей которого R  и r , задается неравенством 

R|zz|r 0  . 

Верхняя полуплоскость комплексной плоскости – множество то-
чек, для которых 0y , т.е. в комплексной форме 0Im z , соответ-
ственно 0Im z  – нижняя полуплоскость. Неравенство 0Re z  опреде-
ляет правую полуплоскость, а неравенство 0Re z  – левую. 

Пример 14. Найти множество точек на плоскости комплексного 
переменного  z , определяемое условием 2Im 2 z . 

Решение. 
 
Пусть iyxz  . Тогда  

xyiyxiyxz 2)()( 2222   

22Im 2  xyz  
22 xy  

1xy  

)0(1);0(1
 x

x
yx

x
y  

 
 
Это неравенство определяет множество точек в первой и третьей 

четвертях комплексной плоскости, соответственно над и под гипербо-
лой 1xy . 

Пример 15. Найти множество точек координатной плоскости, 
изображающих комплексные числа, удовлетворяющие условию: 
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(2, -i) 

у 

у 
0 

-і 

2 

2|2  iz| . 

Решение. Запишем комплексное число z  в алгебраической фор-
ме: iyxz  . Тогда  

)1()2(22  yixiiyxiz . 
По определению модуля комплексного 

числа 
22 )1()2(|2|  yxiz , откуда 

2)1()2( 22  yx , или 222 2)1()2(  yx . 

 
Множество точек координатной плоскости,   
удовлетворяющих последнему неравенству, представляет собой 

множество всех точек, лежащих внутри и на окружности радиуса 2 с 
центром в точке );2( i . 

1.5. Практическое занятие 1 

Пример 1. Вычислить: 
1.1  iii 78)53()25(  ; 

1.2  iii 80)43()43(  . 

1.3  iii
i
ii

ii
ii

i
i


















 1

5
)1(5

5
55

4
362

)2)(2(
)2)(31(

2
31

2 ; 

1.4  iiiii
ii
ii

i
i

5
9

5
7

5
97

41
2105

)21)(21(
)21)(5(

21
5 2















 . 

Пример 2. Записать комплексные числа 1,1 21  ziz  в три-
гонометрической и показательной формах. 

Решение.   

а) Для 1z  имеем .211  rz  

.
4

3;
4

3
4

)1(arg   arctgz  
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4
3

2
4

3sin
4

3cos21



i

eii 





  . 

б) Для 2z  имеем 11 z . 

.;)0arctg(arg  z  
Поэтому: 

   iei 1sincos11  . 

Пример 3. Найти 
9)31( i . 

Решение. Запишем число iz 31  в тригонометрической форме: 

231 r . 

3
;

1
3arctgarg 

z . 







 

3
sin

3
cos231  ii . 

По формуле Муавра: 

512)1(2)3sin3(cos2
3

9sin
3

9cos2)31( 9999 





 




 iii . 

Пример 4. а) Найти 
3 i . 

Решение. Запишем подкоренное число в тригонометрической 
форме: 







 

2
sin

2
cos1  ii

. 













 





3

22sin
22сos1i 33

k
i

3

k
. 

2
1

2
3

6
sin

6
cos0 3 iiik 

 . 

2
1

2
3

6
5sin

6
5cos1 3 iiik 

 . 
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iiik 
2

3sin
2

3cos2 3  . 

 

б) Найти 1 . 

Решение. Запишем подкоренное число в тригонометрической 
форме: 

 sincos1 i . 

2
2sin

2
2cossincos1 kiki  




 . 

iik 
2

sin
2

cos10  . 

iik 
2

3sin
2

3cos11  . 

Пример 5. Вычислить 3)31( i . 

Решение.  

2431||  rz . 

3
;

1
3 

  . 






















































3
3sin

3
3cos2

3
sin

3
cos2)31( 3

3
3  iii  

8)sin()(cos(8  i . 

Пример 6. Найти множество точек координатной плоскости, 
изображающих комплексные числа, удовлетворяющие условию: 

|||| iziz   
Решение. Пусть iyxz  .  

Тогда данное соотношение пере-

пишется в виде: 

|)1(||)1(| iyxiyx  , 
или 2222 )1()1(  yxyx , 
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откуда 
22 )1()1(  yy ,   04 y ,  0y . 

Следовательно, исходному соотношению удовлетворяют только 
комплексные числа, для которых 0Im z . 

Пример 7.  Найти все значения 31 i . 

Решение. Имеем 






















3
sin

3
cos231  ii . 

1;0,
2

2
3sin

2

2
3cos231 















 







 k
k

i
k

izk . 

Если 0k , то 
2
2

2
6

6
sin

6
cos20 iiz 






 

 , 

При 1k , 
2
2

2
6

6
7sin

6
7cos21 iiz 






 

 . 

Поэтому: 

31 i










2
2

2
6 i . 

Пример 8. Вычислить  12)1( i . 
Решение. Представим число iz 1  в тригонометрической или 

показательной форме:  

4
,

2
1sin,

2
1cos,211 

 r
. 

42
4

sin
4

cos2
i

eiz








 

. 

Тогда по формуле Муавра: 
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64)3sin3(cos642
4

12sin
4

12cos)2( i3121212 













 







 

  ieiz  

 

Пример 9. Найти корни уравнения  016 z . 
Решение. Данное уравнение можно переписать так: 

16 z  или 6 1z . 
Число 1  в тригонометрической форме имеет вид: 

)sin(cos11  i . 
Корни исходного уравнения: 

n
i

k

kikz
)k2(

6 e
6
2sin

6
2cos11









 




 , 

где 5,0k . Придавая k  последовательно значения 5...,,2,1,0 , 

находим все шесть возможных корней данного уравнения 016 z : 

6
0 2

1
2
3

6
sin

6
cos

i

eiiz



, 

2
1 2

sin
2

cos
i

eiiz


 , 

6
5

2 2
1

2
3

6
5sin

6
5cos

i

eiiz



, 

6
5

6
7

3 2
1

2
3

6
7sin

6
7cos

ii

eeiiz
 


, 

2
3

2
4 2

3sin
2

3cos
ii

eeiiz





, 

6
i

6
i11

5 2
1

2
3

6
11sin

6
11cos









 eeiiz , 

Пример 10. Вычислить 4z , если iz 31 . 

Решение. Данное число в тригонометрической форме имеет вид 















 






 

3
sin

3
cos2 iz . 
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По первой формуле Муавра получаем: 














































3
4sin

3
4cos2

3
sin

3
cos2 4

4
44  iiz

 

)13(8)13(2
2
3

2
12

3
sin

3
cos2 344 






























 iiii 

. 

1.6. Задания для самостоятельного решения 

1. Найти все значения корня из комплексного числа. 

1.1. .13                        







 


2
3,1 i  

1.2. .44                    i 1  

1.3. .322 i                i 3  

1.4. .322 i              i31  

1.5. .322 i              i31  

1.6. .276                 







 


2
33,3 ii  

1.7. .16                     







 


2
31,1 i  

1.8. .3884 i               i31  
 
2. Найти значение выражения 321 )2( zzz  , если iz 321  , 

iz 232  , iz 253  .                i1954   
3. Даны комплексные числа iz 531  , iz 432  , iz 213  . 

Найти число 
3

231 )(
z

zzzz 
 .                                



  i

5
41

5
38  

4. Представить в тригонометрической и показательной формах 
комплексные числа iz 221  , iz  12 , iz 3 , 44 z . 

5. Найти корни уравнения 018 z .            
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 ,,

2
2

2
2,1 210 izizz





 izizizziz

2
2

2
2,,

2
2

2
2,1,

2
2

2
2

76543  

6. Найти значение выражения  231 )2( zzz  , если iz 541  ,  

iz 12 , iz 973  .               i3240  
7. Найти значение выражения  2321 )( zzzz  ,  если iz 841  ,  

iz 12 , iz 1393  .                          i197   

8. Решить уравнение  02  iz .             



 


2
1 i  

9.  Найти значение выражения  232
2

1 /)( zzzz  ,  если iz  21 ,  

iz 212  , iz 1283  .        i22   
10. Представить в тригонометрической и показательной формах 

комплексные числа:   

10.1. iz 4         
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2
sin

2
cos4

 i
ei  

10.2. iz
2

1
2

1
               
































 i
ei 4

3

4
3sin

4
3cos1

  

10.3. 31 iz            


















 






 







  ik

ekik


 2
322

2
sin2

3
cos2  

11. Найти действительные значения x  и y  из уравнения 
iyixi 92)52()34(  .                 3,2  yx  

12. Найти значение 31 i .                    

















2
2

2
631 ii  

13. Записать в тригонометрической форме число iz  3 . 



























 






 







  ki

ekikz


 2
622

6
2

6
cos2

 
14. Вычислить 12)1( i .           64  

15. Найти корни уравнения 016 z .         
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  6

iπ

0 ez , 



  2

iπ

1 ez , 



 


6
5iπ

2 ez , 



 


6

5iπ

3 ez , 



  2

3iπ

4 ez , 



 


6
iπ

5 ez  

 
16. Найти множества точек на плоскости комплексного перемен-

ного z , которые определяются заданными неравенствами: 
16.1. 2|| z .    [Вся координатная плоскость, 
из которой вырезан круг радиуса 2 с центром в начале координат ]  

16.2. 0,1
||

1
 z

z
.  [Круг радиуса 1r  с центром в 

начале координат, причем центр этого круга удален (круг «проколот»)]  

16.3. 0,21
 z

z
.    [Вся координатная плоскость, 

из которой вырезан круг радиуса 
2
1

r  с центром в начале координат ]  

16.4. 85|  |iz . [Окружность радиуса 8r  с центром в точке 
]5iz   
16.5. 4|1|  iz . [Круг вместе с границей  радиуса 4r  с 
    центром в точке iz 1 ]  
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2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО  

2.1. Основные понятия 

Рассмотрим два множества  D  и E . Элементы множества D   бу-
дем изображать точками комплексной плоскости Z   и элементы множе-
ства E  будем изображать точками комплексной плоскости  . 

Если каждому числу Dz  поставлено в соответствие одно или не-

сколько комплексных чисел Eivu  , то говорят, что на множестве 

D  определена функция комплексного переменного )(zf  

При этом возникает две функции )(Re),( zfyxu   и )(Im),( zfyxv 

, причем ),( yxu  и ),( yxv – функции действительного переменного. 

Определение 1. Множество D  называют областью определения 
функции комплексного переменного )(zf , а множество E  называ-
ют областью значения функции комплексного переменного )(zf . 

Пример 1. Выделить действительную и мнимую часть функции 
zizzf  2)( . 

Решение. Пусть iyxz  , тогда 

 yiixyixiyxiyxiiyx 22222 2)()(  

ivuxxyiyyx  )2()( 22
. 

Итак: yyxu 22  Re , xxyv  2Im . 

0 x 

D 

Z = x + iy 

 = f(Z) 

 = f(x + iy) = U(x,y) + iV(x,y) 

E 

y V 

U 
0 
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2.2. Предел и непрерывность функции комплексного перемен-
ного 

Пусть однозначная функция )(zf  определена в некоторой 
окрестности точки 0z , исключая, может быть, саму точку 0z . Под  –
окрестностью точки 0z  комплексной плоскости понимают внутрен-
ность круга радиуса   с центром в точке 0z . 

Определение 2. Число 0  называется пределом функции 
)(zf  в точке 0z  (или при 0zz  ), если для любого положительного 

  найдется такое положительное число  , что для всех 0zz  , удовле-
творяющих неравенству  || 0zz , выполняется неравенство 

  |)(| 0zf . 
Записывают: 0zz

)(lim
0




zf .  

Из определения следует, что если предел 0  существует, то суще-
ствуют и пределы 

0
yy
xx

0
0

lim uy)u(x; 



 и 0vy)v(x; 



0
0

yy
xx

lim . 

Верно и обратное утверждение. 
Теоремы об арифметических свойствах пределов для функции од-

ного (или нескольких) действительного переменного остаются справед-
ливыми и для функции комплексного переменного.  

Так, если функции )(1 zf  и )(2 zf  имеют пределы в точке Dz 0 , то 

)(lim)(lim)(lim 2zz2zz1zz 000

zfczfc(z)fc(z)fc 12211 
 ,          (2.1) 

где 1c , 2c  – постоянные; 

)(lim)(lim))()((lim 2zz1zz21zz 000

zfzfzfzf


 ;                       (2.2) 

)(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0

zz

zz

zz zf

zf

zf
zf

2

1

2

1






 ,                                           (2.3) 

если 0)(lim 2zz 0




zf . 
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Определение 3. Пусть функция )(zf  определена в точке 

0zz   и в некоторой ее окрестности. Функция )(zf  называется не-
прерывной в точке 0z , если )()(lim 02zz 0

zfzf 


. 

Определение непрерывности можно сформулировать и так: функ-
ция )(zf непрерывна в точке 0z , если бесконечно малому приращению 
аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции: 

0)(Δlim
0zΔ




zf . 

Функция  )(zf  непрерывна в области  D , если она непрерывна в 
каждой точке этой области. 

Модуль непрерывной функции комплексного переменного обла-
дает теми же свойствами, что и непрерывная функция действительного 
переменного. 

2.3. Показательная функция комплексного переменного 

Показательную функцию комплексного переменного  
zew   

определим равенством 

)sin(cos)(z yiyeee xiyx   ,                            (2.4) 

положив xz   ( 0y ), установим, что для действительных z  функция 
xxz eiee  )0sin0(cos  – совпадает с известной функцией действи-

тельного переменного. 
Также при  0x  справедлива следующая формула Эйлера: 

yiyeiy sincos  .                                         (2.5) 

Функция zew   определена на всей комплексной плоскости и на 
действительной оси совпадает с соответствующей функцией действи-
тельного переменного. 

Укажем некоторые свойства показательной функции: 

1)  2121 zzzz eee  ;  21

2

1
zz

z

z

e
e
e  ; 

2) 0ze , так как 0||  xz ee ; 
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3) ze  периодическая с периодом iT 2 , т.к.  iziz eee  22  
zz eie  )2sin2(cos . 

4) 0lim
Re






z

z
z

e , 




z

z
z

e
Re
lim ; 

5) ze  не всегда 0 , например 01sincos   ie i . 

Пример 2.  Вычислить ie 21 . 
Решение.   

iiiee i 4451,21235,1)9092,04161,0(7,2)2sin2(cos21  . 

2.4. Логарифмическая функция 

Определение 4.  Логарифмическая функция 
zw Ln , 

где 0z , определяется как функция обратная к показательной 
функции wez  , причем 

Z,π2arg||lnArg||lnLn  kkizizzizz .            (2.6) 

Эта функция является многозначной. Ее значение при 0k  назы-
вается главным значением или главной ветвью логарифма и обозначает-
ся ||ln z , т.е. 

zi|zz arg|lnln   и Zπ2|lnLn  kk,i|zz .           (2.7) 

Представим число Z  в показательной форме: irez  , а функцию:  
ivu  . Тогда ivuivui eeere   , значит,  uer   и ivi ee  , или 

kv  2 .  
Итак, ||lnln zru   и kzkv  2arg2  . 
Справедливы следующие свойства логарифмической функции: 
1) 2121 LnLn)(Ln zzzz  , 

2) 21
2

1 LnLnLn zz
z
z

 , 

3). znzn Ln)Ln(  ,             (2.8) 

4). z
n

zn Ln1Ln   
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 Пример 3. Вычислить )35(Ln i . 
Решение. Найдем модуль и аргумент числа iz 35 . 

5
3arctgarg,34925||  zz . 

Из представления функции zLn  имеем: 

Zkkii 





  ,π2

5
3arctg34ln)35Ln( . 

Пример 4.  Вычислить iln . 

Решение. 
2

arctg;1|| 
 ii . 







 





 kikiii 2
2

2
2

1lnln . 

2.5. Степенная функция 

Степенная функция  nz . 
Возможны случаи: 
а) Nn , функция однозначна, определяется первой формулой 

Муавра: 

)sin(cos  ninr n ;                                   (2.9) 

б) 
p

n 1
 , где Np , функция многозначна, определяется второй 

формулой Муавра: 

1,,02sin2cosp
1








 



 pk

p
ki

p
kr  ;  (2.10) 

в) 
p
mn  , где Npm , , функция многозначна, определяется ком-

бинацией формул Муавра: 

1,,0)2(sin)2(cos 






 



 pk

p
kmi

p
kmr p

m

 .  (2.11) 
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г) Общая степенная функция  nz  
где  in   – любое комплексное число, определяется равен-

ством 
znn ez Ln .                                           (2.12) 

Это многозначная функция, главное значение которой равно 
znn ez Ln . 

д) Общая показательная функция 
zaw   

где 0  ia  – любое комплексное число, определяется ра-
венством 

azz ea Ln .                                               (2.13) 

Это многозначная функция, главное значение которой равно 
azz ea Ln .  

Пример 5.  Найти значение степени ii )31(  . 

Решение.  Представим ii )31(   согласно определению показа-
тельной функции в виде 

)31(Ln)31( iii ei  . 

Найдём значение 

)31(Ln i . 

Для чего найдём модуль и аргумент комплексного числа 31 i , 
получим:  

31
3arctg)31arg(,2|31| 




 ii . 

Отсюда имеем 







  kii π2

3
π2ln)31Ln( . 
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Используя последнее выражение, найдем: 

Z.k2),i2(e

eeeei
2ππ

3
π

iln22ππ
3
πk2π

3
πiln2i

)3iiLn(1




















 



lnsinlncos

)31( i

 

2.6. Тригонометрические и гиперболические функции 

Тригонометрические функции zsin  и zcos  определим через пока-
зательную функцию по формулам Эйлера 

i
eez

iziz

2
sin


 ;  

2
cos

iziz eez


 ;  
z
zz

cos
sintg  ;  

z
zz

sin
cosсtg   .  (2.14) 

Укажем некоторые свойства тригонометрических функций: 
1) При xz  , zsin  и zcos  совпадают с тригонометрическими 

функциями xsin  и xcos  действительной переменной x . 
2) Выполняются основные тригонометрические соотношения. 
3) zsin  и zcos  периодические функции с основным периодом 2 . 
4) zsin –нечетная функция, zcos –четная функция. 
5) Могут принимать любые значения, а не только ограниченные 

по модулю единицей. 
Определим функции гиперболический синус zsh  и гиперболиче-

ский косинус zch  формулами: 

2
sh

zz eez


   и  
2

ch
zz eez


 .                          (2.15) 

Из определения функций zsh   и zch  следует, что они периодичны 
с периодом i2 . 

Соответственно: 

z
zz

ch
shth  ;     

z
zz

sh
сhсth  .                              (2.16) 

Функции zth  и zcth  периодичны с периодом i . 
Связь гиперболических функций с тригонометрическими выража-

ется равенствами: 
)ch(cos),sh(sin izziziz        )cos(ch),sin(sh izziziz   

)cth(ctg),th(tg iziziziz    )ctg(cth),tg(th iziziziz   
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Основные тождества для гиперболических функций: 
1shch 22  zz   

zezz  shch  
zzz 22 shch2ch   zzz chsh22sh         (2.17) 

zz ch)ch(    zz sh)sh(   

Пример 6. Найти действительную и мнимую часть комплексного 
числа )1cos( i . 

Решение.  Воспользуемся тригонометрической формулой 

212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz  , 

тогда 

iii sin1sincos1cos)1cos(  . 

Запишем icos  и isin  через гиперболические функции 

1chcos i  и 1shsin  ii  . 

Окончательно получаем 

1sh1sin1ch1cos)1cos(  ii . 

Таким образом, 

1sh1sin)1cos(Im,1ch1cos)1cos(Re  ii  
Пример 7.  Доказать ziiz shsin  . 
Решение. 

zieei
i

eeiee
i

ee
i

iz
zzzz

zzi(iz)i(iz) sh
2

)(
2

)()(
2
1)(

2
1sin 2 








  

2.7. Обратные тригонометрические функции 

Функции zsinArc , zcosArc , zArctg , zArcctg  
определяются как функции обратные к тригонометрическим функциям 

sinz , cosz , tgz , ctgz  соответственно. Все они являются 
многозначными и выражаются через логарифмическую функцию: 
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iz
iziz

iz
iziz

ziz

ziz















Ln
2

Arcctg

1
1Ln

2
Arctg

1zLncosArc

1izLnsinArc
2

2

                              (2.18) 

Пример 8.  Решить уравнение 5sin z . 
Решение.  Если 5sin z , то 5arcsinz . Воспользуемся соответ-

ствующей формулой: 

   245Ln515Ln5arcsin 2  iiiiz . 

Получим две серии корней: 

 625Lniz ii   и  625Ln iiiz  . 

Так как 

625|)625(|  i ,    625|)625(|  i  

и   
2

)625arg()625arg( 
 ii , 

получим 







   kii 2

2
)625Ln()625Ln(

 

и   





   kii 2

2
)625Ln()625Ln( . 

Следовательно, 

)625ln(2
21 


 ikz , 

Z);625ln(2
22 


 kikz . 

Пример 9. Записать в алгебраической форме )1Arctg( i . 

Решение. Т.к. 
iz
iziz





1
1ln

2
arctg , а iz 1 , получим: 
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)1Arctg( i 





 







 ii
i

ii
ii
iii

5
2

5
1ln

22
ln

2)1(1
)1(1ln

2
. 

Далее: 

zizz Arg||lnln  ,    2
122

5
5
5

5
2

5
1||
















z  

2arctg)12(5ln
2
1

5
2

5
1ln iiki 






  . 

И окончательно: 

...),2,1,0(5ln
42

)12(2arctg
2
1)1Arctg( 


 kiki . 

2.8. Практическое занятие 2 

Пример 1. Вычислить ie 21 . 
Решение.  

iiziee i 4451,21235,1)9092,04161,0(7,2)sin2(cos21 
. 

Пример 2. Записать в показательной форме число iz  3 . 
Решение. Представим число в тригонометрической форме: 

63
1arctgarg,213|| 

 zz
 

и   






 















 






 

ki
ekikz



 2
622

6
sin2

6
cos2 . 

Пример 3. Найти модуль и главное значение аргумента ком-
плексного числа iez 53 . 

Решение. Представим число z  в тригонометрической форме 

)5sin5(cos3i53 ieez   . 

Отсюда видно, что 

5zarg,|| 3  ez . 
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Пример 4. Решить уравнение 0 iez . 
Решение. Запишем число i  в показательной форме 







 















 






 

ki
ekiki



 2
22

2
sin2

2
cos

. 

Перепишем  уравнение 0 iez  в виде 







 



k2

2
i

ee z , поэтому Zkkiz 





  ,2

2
 . 

Пример 5. Найти zln  и zLn  для числа а) iz  ,  б) iz 31 . 
Решение. а) Находим модуль и аргумент числа iz  : 

2
arg,1|| 

 zz . 

Имеем: 

...,2,1,0,2
2

Ln,
22

1lnln 





  kikiiii 

. 

б) Для числа iz 31  находим модуль и аргумент: 

3
,3tg,2|| 

z . 

Поэтому ii
3

2ln)31ln( 
 . 

...,2,1,0
3

22ln)31Ln( 





 

 ki,ki . 

Пример 6. Дана функция ze . Найти ее значение при: 

а) iz  ;  б) 





  iz

3
12 ;  в) zkikz 






  ,2

2
2  . 

Решение. а) По формуле Эйлера находим: 

1sincos  ieπi . 
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б) 





































 

ieieeee
ii

2
3

2
1

3
sin

3
cos 22323

12





  . 

в) 2
2222

2
2

2

2
sin

2
cos

e
iieieeee

iik







  






  



. 

Пример 7. Найти zz Im,Re , если: 

а) 





  iz 2

3
sin  ,  б) 






  iz

6
2sh  . 

Решение.  

а) iiiii 2sin
2
12cos

2
32sin

3
cos2cos

3
sin2

3
sin 






 

 . 

Учитывая связь гиперболических функций с тригонометрически-
ми находим: 

2sh
2
12ch

2
32

3
sin ii 






 
 . 

Отсюда имеем 2sh
2
1Im,2ch

2
3Re  zz . 

б) Аналогично находим: 







 

6
sin2ch

6
cos2sh

6
sh2ch

6
ch2sh

6
2sh  iiiiz  

2ch
2
12sh

2
3 i

. 
Итак, имеем  

2ch
2
1Im,2sh

2
3Re  zz . 

Пример 8. Вычислить ii . 
Решение. По формуле общей степенной функции запишем ii  в 

виде iii ei Ln  . Найдем значение для iLn : 

...,2,1,0,2
2

2
2

1lnLn 





 








 


 kkikii . 

Поэтому ...,2,1,0,
2

2
2

2
2









 

 keei
kki

i 

. 
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2.9. Задания для самостоятельного решения 

1. Записать в показательной форме числа: 
1.1.  1z .                       ][ ie  

1.2.  iz  .                      







2
i

e  

1.3.  iz 1 .                        
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i

e  

1.4.  iz  3 .                           






 
62
i

e  

2. Найти модули и главные значения аргументов комплексных чи-
сел: 

2.1.  ie 23 .                     2arg,|| 3  zez  

2.2.  ie 31 .                    3arg,||  zez  

2.3.  ie ,   || .                      zz arg,1||  

2.4. ie ,   || .                    zz arg,1||  
3. Найти действительные и мнимые части следующих функций: 
3.1. )2cos( iz  .                    1sh2sinIm,1ch2cosRe  zz  
3.2. iz 2sin .                       2shIm,0Re  zz  
3.3. )2sh( iz  .          2ch1sinIm,2sh1cosRe  zz  
3.4. iz ch .                      0Im,1cosRe  zz  

3.5. )2tg( iz  .       













)1sh2(cos2

2shIm,
)1sh2(cos2

4sinRe 2222 zz  

4. Вычислить: 
4.1. eLn .                       Zkki  ,21   
4.2. )1Ln( .                    Zkki  ,)12(   

4.3. iLn .                



  Zkki ,

2
)14(   

4.4. )43Ln( i .                     












  Zkki ,2

3
4arctg5ln   
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4.5. )34Ln( i .             












  Zkki ,)12(

4
3arctg5ln   

4.6. 2
31Ln i

.                       












  Zkki ,2

3
  

4.7. 2
31Ln i

.                    












  Zkki ,2

3
  

5. Найти значения степеней: 
5.1. 2i .               Zkkik  ,22sin22cos   

5.2. ii .                      










Zke

k
,

2
2



 

5.3. 
ii 







  1

2
1 .                        










 
Zkei k

,
2

1 )18(
4


 

5.4. 
i

i









 
1

2
3 .                   










 
Zkei k

,
2

3 )112(
6


 

5.5. ii  1)43( .            












 






  Zki ,

3
4arctg5lnsin

3
4arctg5lncos  

6. Вычислить: 

6.1.  







2
1sinArc .            



  Zkkk ,

6
)1(   

6.2.    







2
1cosArc .                   



  Zkkk ,2

3
,2

3
  

6.3.    2cosArc .                  Zkiki  ),32ln(2),32ln(2   

6.4.    isinArc .                   Zkik k  ),21ln()1((  

6.5.    )21tg(Arc i .                  



  Zkik ,

4
5ln

2
)12(

2
1arctg

2
1   
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3. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ И АНАЛИТИЧНОСТЬ  
ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

3.1. Производная функции  

Рассмотрим простейший случай: комплексная функция дей-
ствительного переменного ED : , где RD  , тогда производной 
называется  

    A
x

xxxx
x0 







00

0
lim)( ; и )()()( 000 xvixux  . 

Рассмотрим теперь комплексную функцию комплексного пе-
ременного iyxZ  . 

Частной производной функции ED : , где RD   во внутрен-
ней точке Dz 0  называется  

      A
x

zxzz
x xx 







 







00

00 lim
 

 или аналогично 

  B
y

zyizz 0
y 










)()(lim
y

0

0y0 . 

Итак:   
x
Vi

x
U

x 








  и  

y
Vi

y
U

y 








 . 

Производная в смысле комплексной переменной: 

       0
00

0z0z d
dlim z

zz
zzzz 








.                       (3.1) 

Если существует этот предел, то говорят, что функция дифферен-
цируема в точке 0z . 

z

∆z 



38 

По любому направлению приближаясь к 0z , получаем единствен-
ный предел. 

Из дифференцируемости функции  z  следует её непрерывность 
в точке 0z , но обратное не верно. 

3.2. Условия Коши-Римана 

Пусть iyxz   и функция ),(),()( yxivyxuzf   определена 
и непрерывна в некоторой окрестности точки 000 iyxz  . Функция 

)(zf  дифференцируема в точке 0z  тогда и только тогда, когда 
1) ),( yxu  и ),( yxv  дифференцируемы как функции двух перемен-

ных в точке ),( 00 yx ; 
2) выполняются условия Коши-Римана: 

x
v

y
u,

y
v

x
u













   или   








xy

yx

vu
vu

.                        (3.2) 

Докажем необходимость: 
Пусть  zf  дифференцируема в точке 0z , тогда   

     
z

zfzzfzf
z 




00

00 lim 


  
существует и не зависит от пути приближения к 0z . 

Рассмотрим два приближения: 

 

y 

x 
0 

z0+i∆

z0 z0+∆x 
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1) вдоль действительной оси xz    и 0y , тогда  

           
x
Vi

x
Uzf

x
zfxzf

z
zfzzfzf xxz 














 0

00

0

00

00 limlim






  
2) вдоль мнимой оси yiz    

         








 y
zfyizfi

yi
zfyizfzf

yy 







00

0

00

00 limlim
 

y
Ui

y
V

y
Vi

y
Ui
























, 

 а т.к. результат должен получится один и тот же, то  

у
V

x
U






  и 

y
U

x
V






 . 

Достаточность: Пусть теперь известно, что выполняются условия  

у
V

x
U






  и 

y
U

x
V






 . Докажем, что функция  zf  – дифференциру-

ема. 
По условию теоремы функции  yxU ,  и  yxV ,  – дифференциру-

емы в точке 0z , тогда их полные приращения  

1αΔy
y
UΔx

x
UΔU 








   и  2αΔy
y
VΔx

x
VΔV 








 , 

где 1  и 2  — бесконечно малые функции относительно 

   22 yxz   . 











































yix

y
y
Vx

x
Viy

y
Ux

x
U

yix
ViU

z
f









 21

 







































yix

i
yix

y
y
Vx

x
Viy

y
Ux

x
U







21
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(используем условие 
у
V

x
U






  и 

y
U

x
V






 ) 


































 3



yix

y
x
Ux

x
Viy

x
Vx

x
U
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x
Vi

x
U

yix

yix
x
Viyix

x
U

. 
Рассмотрим предел  

 
x
Vi

x
U

x
Vi

x
U

z
fzf

zz 












 









 300

limlim 



  
Он существует, значит, функция  zf  - дифференцируема. 
Справедливы следующие правила дифференцирования: 
Пусть функции )(zf  и )(zq  дифференцируемы, а C  произвольная 

постоянная, тогда 
1) 0C . 
2) . )())(( zfCzCf  . 
3) . )()())()(( zqzfzqzf  .          (3.3) 
4) . )()()()())()(( zqzfzqzfzqzf  . 

5). 0)(,
)(

)()()()(
)(
)(

2 












 zq
zq

zqzfzqzf
zq
zf . 

6) Производная сложной функции. Если функция )(zf  имеет 
производную в точке 0z , а функция )(w  , определенная на множе-
стве значений функции )(zf , имеет производную в точке )(, 000 zfww 

, то сложная функция ))(( zf   имеет производную в точке 0z  и 
справедливо равенство: 

)()()))((( 000 zfwzf   .                                  (3.4) 

7) Производная обратной функции. Если функция )(zf  имеет 
производную в точке 0z  и 0)( 0  zf , а обратная к )(zf  функция 
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)(wz   существует и непрерывна, то она имеет производную в точке 

0w , )( 00 zfw   и справедливо равенство 

)(
1)(

0
o zf

w


 .                                    (3.5) 

3.3. Теорема (о дифференцируемости основных элементарных 
функций комплексного переменного) 

Функция: ze , sinz, cosz, shz, chz,  Nnz n    дифференцируемы в лю-
бой точке плоскости. Функции tgz и thz также дифференцируемы в лю-

бой точке кроме 





 

2
 и 














  i 2

2
 - соответственно. Для функ-

ции zLn  и az  можно выделить однозначную ветвь в окрестности z  и 
эта ветвь будет дифференцирована. 

(Без доказательства) 
Определение 1. Функция называется аналитической или голо-

морфной в точке z , если она дифференцируема (выполняются условия 
Коши-Римана) в некоторой окрестности этой точки. Функция  zf  
называется аналитической в области D, если она дифференцируема в 
каждой точке Dz . 

Определение 2. Точки плоскости, в которых однозначная функ-
ция  zf  аналитична, называются правильными точками  zf . Точки, 
в которых функция  zf  не является аналитической, называются осо-
быми точками этой функции. 

Пример: 2z  проверить на аналитичность 

    iVUxyiyxiyx  2222 .                        (3.6) 

Проверим условие Коши-Римана:   

x
x
U 2

  y

y
U 2

  y

x
V 2

  x

y
V 2

  

Итак    
y
V

x
U






  

x
V

y
U
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Если условие выполняется во всех точках плоскости, следова-
тельно, функция дифференцируема и 

ziyxyix
x
Vi

x
U

x
ω

dx
dω 2)(222 












  или    zz
z
ω 22 





 . 

Таблица производных   (3.7) 
1. 1)(  nn nzz .   2. zz ee )( . 
3. zz cos)(sin  .   4. zz sin)(cos   

5. 
z

z 2cos
1)(tg     6. 

z
z 2sin

1)(ctg  . 

7. zz ch)(sh  .   8. zz sh)(ch  . 

9. 
z

z 2ch
1)(th  .   10.

z
z 2sh

1)(cth  . 

11.
21

1)(arcsin
z

z


 .  12.
21

1)(arccos
z

z


 . 

13. 21
1)(arctg
z

z


 .  14. 21
1)ctg(arc
z

z


 . 

15.
z

z 1)(ln  . 

Заметим, что при дифференцировании рассматриваются только 
однозначные функции. В равенствах (11)–(15) понимаем левую часть 
как производную от произвольной однозначной ветви соответствующей 
функции, выделенной в окрестности данной точки. 

Пример 1. Найти модуль и аргумент производной )(zf   в точке 

0z , если: 

а) iizzf 32)(  ;    б)  iz
iz
izzf 




 1,
2
4)( 0 ;  в)  2)( zzf  . 

Решение.  
а) используя правила дифференцирования, находим izf 2)(  . 

Поэтому izf 2)( 0   для любой точки 0z  и 
2

)(arg,2|)(| 00


 zfzf . 
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б) используя правила дифференцирования частного, находим 

22 )2(
6

)2(
)4(2)(

iz
i

iz
izizzf








, 

2
0

0 )2(
6)(

iz
izf


 . 

3
2
6

)1(
6)1( 2 



i
i

i
iif

 
В результате имеем: 

0)1(arg,3|)1(|  ifif . 

в) zz 2)( 2  , тогда 00 2)( zzf    
и 0000 arg2)(arg|,|2|)(| zzfzzf  . 
 
Производная дифференцируемой функции может вычисляться по 

одной из формул: 

x
vi

x
uzf








 )(  (3.8)  
y
ui

y
vzf








 )(                (3.10) 

y
ui

x
uzf








 )(  (3.9)   
x
vi

y
vzf








 )(                (3.11) 

Правило исследования функции на дифференцируемость и 
нахождение производной: 

1) Для заданной функции )(zf  найти действительную и мнимую 
части: 

),(),,(),(Im),(Re yxvvyxuuzfvzfu  . 

2) Найти частные производные ),(),,( yxvyxu . 
3) Проверить выполнение условий Коши-Римана. Точки, в кото-

рых эти условия не выполняются, являются точками, где функция не 
дифференцируема. Точки, в которых условия Коши-Римана выполня-
ются и частные производные являются непрерывными, принадлежат 
области, где функция дифференцируема. 
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4). Записать выражение производной в точках дифференцируемо-
сти по одной из приведенных выше формул. 

Пример 2. Показать, что функция )3()3()( 3223 yyxixyxzf   
дифференцируема и найти ее производную. 

Решение.  Здесь  23 3),( xyxyxu   и  323),( yyxyxv   – везде 
дифференцируемые функции переменных x  и y . 

2223 yx
y
vxy,

x
vxy,

y
u,xyx

x
u 336633 














 . 

Условия Коши-Римана 
x
v

y
u

y
v

x
u













 ,  выполняются. 

Находим производную: 

ixy)yx((z)f 22 633  . 

Определение 3. Функция ),( yx называется гармонической в 
области D , если она имеет в этой области непрерывные частные про-
изводные до второго порядка включительно и удовлетворяют в этой об-
ласти уравнению Лапласа: 

0







2

2

2

2

yx
.                                           (3.12) 

Если функция ivuzf )(  является аналитической в некоторой 
области D , то ее действительная часть ),( yxu  и мнимая часть ),( yxv  
так же являются гармоническими в этой области. 

Но, если ),(1 yxu  и ),( yxv  – любые две гармонические функции, 

то функция ),(),()( 111 yxivyxuzf   может и не быть аналитической 
функцией. Для аналитичности )(1 zf  необходимо, чтобы функции 1u  и 1v  
дополнительно удовлетворяли условиям Коши-Римана. 

Пример 3.  Исследовать на дифференцируемость функцию ze . 
Найти производную. 

Решение.  Из равенства )sin(cos yiyee xz   находим  yeu x cos

, yev x sin . 
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Находим частные производные: 

ye
y
vy,e

x
vy,e

y
uy,e

x
u xxxx cossinsincos 














 . 

Условия Коши-Римана выполняются в любой точке z , и частные 
производные непрерывны всюду. Следовательно, функция ze  диффе-
ренцируема повсюду. 

Используя таблицу производных, находим производную: 
zz ee )( . 

Пример 4. Построить аналитическую функцию, для которой 
xyxu 222   является действительной частью. 

Решение.  1). Проверим условие Лапласа: 

;2
;22




xx

x

u
xu

  
;2

;2





yy

y

u
yu

  .022  yyxx uu  – удовле-

творяет уравнению Лапласа. 
2). Из Коши-Римана 








xy

yx

vu
vu

      







xy

yx

v2yu
v22xu

      







2yv
22xv

x

y       

Cx
x

yxy
xyxv











)(
0)(

2)(2
)(22







 

Тогда Cyxyv  22 . 

 iCyxyxyxviuzf )22(2)( 22
 

CiiyxyixCiiyxiyxyix  )(2)()(2)(2( 222
. 

Т.к. iyxz  , то Cizzzf  2)( 2 . 

Ответ: Cyxyv  22 , Cizzzf  2)( 2 . 

Пример 5.  Проверить, является ли функция zzzf Re)(   
а) аналитической в точке 0z ; 
б) дифференцируемой в точке 0z . 
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Решение. xyv,xuixy;xiy)x(xzRezivuf(z) 22  . 
Найдем частные производные: 

.0
;2




y

x

u
xu

        .
;

xv
yv

y

x




        .

;

xy

yx

vu
vu




 
Функция не является аналитической в точке 0z . 
Проверим ее дифференцируемость в точке 0z : 

0lim)0()(lim)(
0z0z






 Δz

ΔzΔx
z

fzfxf  – дифференцируема в точке 0z . 

Пример 6. Показать, что функция zezzf 3)( 2   аналитическая в 
области 1}||:{:  zzД . 

Решение.  zezzf 32)(  .    
1|z|,  Дz  существует конечная производная функции 

zezzf 3)( 2  , значит – аналитическая. 

Пример 7. Найти аналитическую функцию )(zfw   по известной 

ее действительной части yeyxu x cos2),(   и при дополнительном усло-
вии 2)0( f . 

Решение.  Имеем ye
x
u x cos2

 . По первому условию Коши-

Римана 
y
v

x
u






 , так что ye

y
v x cos2

 .  

Отсюда   )(sin2cos2),( xyedyyeyxv xx   ,  где функция )(x  

неизвестна.  
Дифференцируя ),( yxv  по x  и используя второе из условий Ко-

ши-Римана, получим 

ye
y
uxye xx sin2)(sin2 



 , 

откуда 0)(  x , а значит, C)(  x , где constC . 

Итак, Cyeyxv x  sin2),( ,  и, следовательно, 

iCeyeiyezf xxx  2)Csin2(cos2)( . 
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Постоянную C  найдем из условия 2)0( f , т.е. 22 0  iCe , от-
сюда 0C . 

Аналитическая функция xezf 2)(  . 

3.4. Геометрический смысл модуля и аргумента производной 

Пусть функция )(zf  – аналитическая в точке  0z  и 0)( 0  zf . То-
гда |)(| 0zf   равен коэффициенту растяжения в точке 0z  при отображе-
нии )(zfw   плоскости z  на плоскость w . При 1|)(| 0  zf  имеет место 
растяжение, а при 1|)(| 0  zf  – сжатие. 

Аргумент производной )( 0zf   геометрически равен углу, на кото-
рый нужно повернуть касательную в точке 0z  к любой гладкой кривой 
на плоскости z , проходящей через точку 0z , чтобы получить направле-
ние касательной в точке )( 00 zfw   к образу этой кривой на плоскости 
w  при отображении )(zfw  . 

Следует учитывать, что если 0)(arg  zf , то поворот проис-
ходит против часовой стрелки, а при 0  – по часовой. 

Пример 8.  Найти коэффициент растяжения и угол поворота при 
отображении 2zw   в точке 220 iz  . 

Решение. Имеем zzw 2)(  , так что 222222 iw iz 


. 

Перейдя от алгебраической формы записи комплексного числа 
2222 i  

к тригонометрической, получим 







 














4
sin

4
cos4

2
2

2
242222 iii . 

Значит, 
4

|)(arg,4|)(| 2222




 iziz zfzf , 

т.е. коэффициент растяжения 4r , а угол поворота 
4
  . 
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3.5. Практическое занятие 3 

Пример 1.  Исследовать на дифференцируемость функции: а) 
2||)( zzf  , б) zzf )( . 

Решение.  
а) 0,),(Im),(Re 22  vyxuzfvzfu . 
Определяем частные производные: 

0,022 















y
v

x
vy,

y
ux,

x
u . 

Условия Коши-Римана выполняются только в точке 0z , где 
0x  и 0y . Непрерывность частных производных очевидна. Следова-

тельно, функция 2||)( zzf   дифференцируема только в одной точке 
0z . 

б) Находим zRe  и zIm , то есть xu   и yv  . 
Условия Коши-Римана не выполняются ни в одной точке, т.к. 

1,1 







y
v

x
u . Следовательно, функция не дифференцируема ни в од-

ной точке. 
Пример 2. Проверить условие Коши-Римана для функции 

nzzf )( . 
Решение.  Запишем ivuzf )(  в полярных координатах. 

)sin(cos  irz   
)sin(cos  ninrz nn   

 nrru n cos),(   
 nrrv n sin),(   

Вычислим частные производные: 




 nnrvnnr
r
u nn cos;cos1 






 

 




 nnrunnr
r
v nn sin;sin1 






 

 
Условия Коши-Римана в полярных координатах выполнены. 
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Пример 3. Показать, что функция ze  аналитическая на всей ком-
плексной плоскости и доказать, что zz ee )( . 

Решение.  
)sin(cos yiyeee xiyxz  
 

yezu x cosRe   
yezv x sinIm   

yxx
y

x
x vu

yev
yeu












cos

cos
 

yxx
x

x
y vu

yev

yeu












sin

sin
 – условия Коши-Римана выполняется 

для любого x  и y . 
Пример 4. Является ли функция zz  аналитической хотя бы в 

одной точке? 
Решение. Имеем 22 yxzz  , так что 

0 y)v(x,,yxy)u(x, 22 . 

Условия Коши-Римана в этом случае имеют вид  







02
,02

y
x

 и удо-

влетворяются только в точке )0,0( . 
Следовательно, функция zz  дифференцируема только в точке 

0z  и нигде не аналитична.  
Покажем, что функция zz  дифференцируема в точке 0z . В 

самом деле, 0)0( f , поэтому 

zzfzff   )0()0(  

и  0)(limlimlimlim
0
0000








yixz
z

zz
z
f

y
xzzz











 

Таким образом, производная )0(f   существует и равна нулю. 

Пример 5. Определить, является ли функция iyxz   анали-
тической. 
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Решение.  Здесь yyxvxyxu  ),(,),(  – всюду дифференцируе-
мые функции переменных x  и y . Далее  

1,0,0,1 















y
v

x
v

y
u

x
u . 

Так что 
y
v

x
u






 , т.е. первое из условий Коши-Римана не выпол-

няется ни в одной точке комплексной плоскости. 
Значит, функция iyxz   – нигде не дифференцируемая, а 

следовательно, и не аналитическая. 
Пример 6. Найти аналитическую функцию )(zf , если  

yxyxf(z)y)u(x, 23 23Re   и 2f(i) . 

Решение.  Находим частные производные функции ),( yxu  

,33 22 yx
x
u



  .26 


 xy

y
u  

Из  условия Коши-Римана  

26 





 xy

y
u

x
v

 
находим 

)(23)(9)26()(v ygxyxydxxyydx
x
v 2 



   . 

Дифференцируя v по у, получаем 

)(3 '2 ygx
y
v



 . 

Для нахождения функции )(yg  используем 1-е условие Коши-

Римана. Приравнивая )(3 '2 ygx
y
v



  производной 

,33 22 yx
x
u
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получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка 

,3)( 2' yyg   
из которого определяем  yg  

  Cydyyyg 323)( . 

Таким образом, получаем функцию 

  .23, 32 Cyxyxyxv   
Записываем искомую функцию )(zf  в виде 

)23(23)( 1
3223 Cxyyxiyxyxivuzf  . 

Преобразуем полученное выражение к функции переменной z, 

iyxz  и )3(3)( 322333 yyxixyxiyxz  . 

Получаем    .23 Cizzzf   
где С   — произвольная комплексная постоянная. 
Находим значение С из условия 2)( if : .22 3 Ciii   

Получаем iC   и, следовательно,  .2)( 3 iizzzf   

Пример 7. Найти аналитическую функцию ivuzf )(  по из-

вестной ее мнимой части xyxyxv  22 22),( . 

Решение.  Так как y
y
vx

x
v 4,14 






 , то по условиям Коши-

Римана 

)2(14),1(4 





 x

y
uy

x
u . 

Проинтегрируем  )1(  по переменной x : 

)(C44)( yxyydxyx,u     (3), 

где функция )( yC  пока неизвестна. Для ее определения необхо-
димо продифференцировать (3) и подставить в (2). 
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14)(4),(C4 

 xyCxyyxy

y
u , 

отсюда CyC(y)1,(y)C  . 
Следовательно,  Cyxyyxu  4),( . Тогда окончательно 

 )2(2)22(4)( 2222 xyiyxixyxiCyxyivuzf  

Ciz2izCiyxi 2  )( . 

Пример 8. Найти, где дифференцируема  функция  
1
1)(




 z

z

e
ezf  и 

найти её производную. 
Решение. Функция )(zf  определена везде кроме точек, где 

1,01  zz ee . 

Положим 

)sin(cos, yiyeeeiyxz xiyxz  
. 

Представим число 1 в тригонометрической форме 

Zkkik  ,2sin2cos1  , 

поэтому kyex 2,1   или Zkkyx  ,2,0  . Окончательно 
получим Zkkiz  ,2 . Таким образом, функция )(zf  определена всю-
ду кроме точек Zkkiz  ,2 . 

По правилу дифференцирования частного двух функций получим 

222 )1(
2

)1(
)1()1(

)1(
)1)(1()1()1()(














z

z

z

zzzz

z

zzzz

e
e

e
eeee

e
eeeezf . 

Из последнего равенства видно, что функция 
1
1)(




 z

z

e
ezf  являет-

ся дифференцируемой во всех точках, где она определена. 
Пример 9. Найти коэффициент растяжения и угол поворота в 

точке iz 2  при отображении 
iz

z




1

 . 
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Решение. Находим производную 2)(
1

iz
ziz




 , ее значение в 

точке 
9

1)2(:2 iii 
 .  

Коэффициент k  растяжения равен модулю производной: 

2
9
1|2(|  ik  ,  угол поворота – аргументу производной 

4
)2(arg   i . 

Пример 10. Определить, какая часть плоскости при отображении 
2z   растягивается, а какая – сжимается. 
Решение. Находим производную: 2z , коэффициент растяже-

ния в любой точке равен ||2|,|2)( 000 zkzz  . Множество точек 0z , 

для которых 1k , то есть 
2
1||1||2 00  zz , очевидно, образует часть 

плоскости, которая при отображении растягивается. Следовательно, при 

отображении 2z  внешность круга 
2
1|| z  растягивается, а внутрен-

няя часть 
2
1|| z  сжимается. 

3.6. Задания для самостоятельного решения 

1.  Дана действительная часть ),( yxu  дифференцируемой функ-
ции )(zf . Найти эту функцию: 

1.1. xyxu  22           cizzzfcyxyv  2)(,2  

1.2. 22
22 5

yx
yyxyxu


    

    










 ci

z
izizzfc

yx
xyxxyv )5()(,52 2

22  

1.3. yxyxyxyyyxeu x  23 3shsin2)sincos(  

 ,chcos23)sincos( 32 cyxxyyxyxyyev x   
ciizzzizezf z  3cos2)(  
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2.  Дана мнимая часть ),( yxv  дифференцируемой функции )(zf . 
Найти эту функцию: 

2.1. yxv             czizfcyxu  )1()(,  

2.2. yxyxv 2)ln( 22   

              



  czizzizfcxy

x
yu 2ln2)(,2arctg2  

2.3. 
)(2

3 22
22

yx
yyxv


  

 










 ciiz

z
zfc

yx
xxyu 3

2
1)(,

)(2
2 2

22  

 
3. Найти аналитическую функцию ivuzf )(  по условиям: 

3.1. 0)0(,236 3223  fyxyyxxu  

   33322 )21()(,263 zizfyxxyyxv   

3.2. 0)2(,22 


 f
yx

yv              






 





z
zzf

yx
xu

2
2)(,

2
1

22  

3.3. 0)1(,222 


 fy
yx

xu
 

        










 iiz

z
zfx

yx
yv 2121)(,2222  

3.4. 1)0(,)sincos(  fyxyxyyev x  

 1)1()(,1)sincos(  zizezfyxyyyxeu zx  

3.5. 0)0(,22  fxyyxu  

 













  2

22

2
1)(,

22
2 zizfyxxyv  

3.6. 2)0(),2lncos(2  fyu x       12)(,)2lnsin(2  zx zfiyv  
 
4. Найти аналитическую функцию в окрестностях точки 0z , если 

известны ее действительная  ),( yxu  или мнимая ),( yxv  часть и значе-
ние )( 0zf : 
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4.1. 



1)(,22 


 f

yx
xu                     





z
1  

4.2. 0)1(,arctg  f
x
yv                     

 zln  

4.3. iifyxyxu 23)(,343 22                       )23(2 iz   

4.4. 1
5
1),35(2 





 fxyv                      zz 65 2   

 
5. Найти аналитическую функцию )(zf , если заданы ее действи-

тельная или мнимая часть и значение )(zf  в некоторой точке 0z . 

5.1. ,2)(Re 22 xyxzf   .12)(  iif                   zzzf 2)( 2   

5.2.    ,Re 22 yx
xzf


  .1)(


 f                  



 

z
zf 1)(  

5.3. ,arctg)(Im 







x
yzf  .0)1( f                  zzf ln)(   

5.4. ,343)(Re 22 yxyxzf   .23)( iif            )23()( 2 izzf   

5.5. ,610)(Im yxyzf   .1
5
1







f                   zzzf 65)( 2   

5.6.  ,1chsin)(Im  xyzf  .
2

1 iif 





                 )1sh()(  zzf  

5.7.   ,12)(Im 22  xyyzf  .)( iif            











)1(
)1()(

z
zzf  

5.8.   ,)(Im 22 x
yx

xzf 


  .2)1( if            



  iz

z
izf )(  

5.9.  ,sincos)(Re xyxxezf y    .0)0( f                izzezf )(  
5.10. ,shcoschsin)(Re yxyyxxzf   .0)0( f           zzzf sin)(   
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4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
 КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО  

4.1. Основные понятия. Определение криволинейного инте-
грала от функции комплексного переменного 

Рассмотрим на отрезке действительной оси  ba,  функцию 
)()()( tihtqtf  , которая принимает комплексные значения. Пусть )(tq  

и Rth )(  и интегрируемы. Тогда dtthidttqdttf
b

a

b

a

b

a
  )()()( . 

Рассмотрим теперь функцию комплексного переменного )(zf , 
которая определена и непре-
рывна во всех точках неко-
торой кривой  . 

Разобьем гладкую 
кривую   на n  частей 
(элементарных дуг ),( 1kk zz .  

Составим интеграль-

ную сумму 



n

k
kkk zcfS

1
Δ)( , 

где kkk zzz  1Δ , а kc  - некоторая средняя точка дуги ),( 1kk zz . 

Определение 1. Интегралом от функции )(zf  по контуру   
называется: 

kzfdzzf Δ)c(lim)(
n

1k
k

n
0|zΔ|max k






 .                            (4.1) 

Рассмотрим теперь представление ),(),()( yxivyxuzf  . Тогда 

интегральная сумма  

  


)Δ(Δ),(),(
1

kk

n

k
ccn yixyxivyxuS

kk
 

   



n

k
kkkkkk

n

k
kkkkkk xyxvyyxuiyyxvxyxu

11
Δ)~,~(Δ)~,~(Δ)~,~(Δ)~,~(
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Каждая из полученных сумм является интегральной. Итак: 

dxvdyuidyvdxudzf(z)
ΓΓΓ

  .                 (4.2) 

Для использования и запоминания формулы вычисления отметим, 
что равенству (4.2) соответствует формальное выполнение в левой ча-
сти под знаком интеграла действий выделения действительной и мни-
мой части функции )(zf , умножения на idydxdz   и записи получен-
ного произведения в алгебраической форме: (4.3) 









ΓΓ

ΓΓΓ

vdx.dyuivdydxu

vdx)dyi(udyvdxuidyiv)(dx(udzf(z)
 

Формулу (4.2) можно рассматривать и как определение криволи-
нейного интеграла от функции комплексного переменного, и как фор-
мулу его вычисления через криволинейные интегралы второго рода от 
функций двух действительных переменных. 

Вычисление интеграла от функции комплексного переменно-
го сводится к вычислению 2-х криволинейных интегралов второго рода 
от функций действительного переменного. 

Используя определение интеграла или формулу (4.2) и свойства 
криволинейных интегралов второго рода, нетрудно убедиться в спра-
ведливости следующих свойств криволинейного интеграла от функций 
комплексного переменного. 

Основные свойства интеграла: 
1) 0n

Γ

zzdz   

2)  
Γ

2
Γ

1
Γ

21 dz(z)fdz(z)fdz(z)f(z)f
                                        (4.4)

 

3) Cα,dzf(z)αdzf(z)α
ΓΓ

   

4) 



ΓΓ

dzf(z)dzf(z) , при перемене направления пути, знак инте-

грала меняется на противоположный. 
5)  

21 ΓΓΓ

dzf(z)dzf(z)dzf(z) , где   21 , но  21  . 



58 

6) Оценка модуля интеграла: 

  lMdzzf |)(| , если Mzf |)(| , где l  – длина кривой  . 

Доказательство: 

lMzMzcfzcfdzzf
n

k
k

n

k
kk

n

k
kk  



|Δ||Δ||)(|Δ)()(
111

, 

т.к. )(Δ
1



n

k
kz  – длина ломаной, вписанной в кривую  . 

 

Пример 1. 
Вычислить 

L

dzImzI ,  

где }arg0,1|{|  zzL . 
Решение. 

  
LLL

didydyiydxidydxyI



00

)(sinsin)(cossin)(
 







  

0000

2 )2cos(
4

)2cos1(
2
12sin

2
)sin(



 iddid
 

2
)0sin2(sin

4
1

2
)0cos2cos(

4
2sin

4
1

2 0

 







 

i . 

Пример 2. Вычислить интеграл  
L

dzzi )21(  по линиям, соединя-

ющим точки izz  1,0 21  по: 
1) прямой; 
2) параболе 2xy  ; 
3) ломаной 231 ,, zzz , где 13 z . 
Решение. 
Перепишем подынтегральную функцию в виде: 

)21()21()(2121 yixiyxizi  . 
Здесь yvxu 21;21  . 
Применяя формулу  

 

 
 

0 



59 

 
LLL

udyvdxivdyudxf(z)dz , 

получим  

 
LLL

)21()21()21()21()21( dyxdxyidyydxxdzzi . 

1) Уравнение прямой, соединяющей точки i1z0,z 21  , есть 
xy  , где 10  x , а значит dxdy  . 

Поэтому: 

 
1

0

1

0

)21()21()21()21()21( dxxdxyidxydxxdzzi
L  

)1(2222
2
42)4(

0

1

0

121

0

1

0




  iixixdxidxx . 

2) Для параболы 2xy   имеем xdxdy 2 , где 10  x . Следова-
тельно: 

 
1

0

2
1

0

2 2)21()21(2)21()21()21( xdxxdxxixdxxdxxdzzi
L  

  dxxxxidxxxx
1

0

22
1

0

3 )4221()4221(
 







 



















3
41

3
21)121(

3
4

2
2

3
2

4
4

2
4

0

1323

0

142

ixxxxixxx
 

ii
3
42

3
42  . 

3) На отрезке 10,0,0:31  xdyyzz . 
На отрезке 10,0,1:23  ydxxzz . 
Используя свойство линейности криволинейных интегралов, по-

лучим: 
 

2331

)21()21()21(
zzzzL

dzzidzzidzzi
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1

0

1

0

1

0

1

0

1)21(1)21( dyidyxdxidxx  

21210
2

2
2

2

0

1

0

12

0

1

0

12


















 iiyiyyxixx

 

4.2. Вычисление интегралов от функций комплексного пере-
менного, если кривая задана параметрически 

Если кривую в формуле (4.2) задать параметрически: )(tzz  , 
 21;ttt  или, что соответствует  действительной форме 









21),(
),(

ttt
tyy
txx

, то, используя правила вычисления интегралов вто-

рого рода в случае параметрической кривой, можно преобразовать фор-
мулу (4.2) к виду 

 
2

1

)())(()(
t

t

dttztzfdzzf


.                          (4.5) 

Алгоритм вычисления интегралов 


dzzf )(  от непрерывной 

функции путем сведения к определенному интегралу в случае парамет-
рического задания пути интегрирования – применения формулы (4.5): 

1. Записать параметрическое уравнение кривой )(tzz   и из него 
определить пределы интегрирования: 1tt   соответствует начальной 
точке пути интегрирования, 2tt   – конечной. 

2. Найти дифференциал комплекснозначной функции 
dttzdztz )(:)(  . 

3. Подставить )(tz  в подынтегральное выражение, преобразовать 
интеграл: 

 
2

1

2

1

)()())((
t

t

t

t

dttdttztzf  .                          (4.6) 

4. Вычислить полученный в п. 3 интеграл от комплекснозначной 
функции действительной переменной. 
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Пример 3. Вычислить интеграл 
Г

dz
z 1)(
1 , где Г  – правая полу-

окружность 2|| z , 0Re z , проходящая от точки iz 21   до точки 

iz 2 . Через 1)( z  обозначена одна из непрерывных ветвей двузначной 

функции z . 
Решение. Запишем дугу Г в параметрической виде как itez 2 , 

22


 t .  

Получим: 








2

2
2

2

222

2

2
2

2
21

22222
2

2
)(

1














ti
titi

ti

it

e
i
eidteidt

e

iedz
z

 

iiee
ii

4
4

sin2422 44 









 

. 

Пример 4. Вычислить dzz
AB
Re  при условии, что путь интегриро-

вания AB : 
1) задан уравнением tiz )2(  , 10  t ; 
2) представляет собой ломаную, составленную из отрезка  2;0  

действительной оси и отрезка, соединяющего точки 21 z  и iz  22 . 
Решение. 
1) комплексное уравнение 

tiz )2(   эквивалентно параметриче-
ским уравнениям  tx 2 , ty  . Учитывая,  
что: 

txz 2Re  ,  dtidz )2(  ,  1;0t . 

iitdtitzdz
AB




  2
2

)2(2)2(2Re
0

121

0

. 

2) Путь интегрирования состоит из двух отрезков. Для отрезка 
 2;0  действительной оси имеем 0y , 0dy , dxdz  ,  2;0Re  xz . 
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Учитывая аддитивность интеграла от функции комплексного пе-
ременного, находим: 

iiyxidyxdxzdz
AB

222
2

2Re
0

1

0

221

0

2

0

  . 

4.3. Обобщенная формула Ньютона-Лейбница для вычисле-
ния интегралов от функции комплексной переменной 

Пусть интеграл от непрерывной функции в некоторой области не 
зависит от вида кривой, соединяющей две точки этой области. Зафикси-
руем начальную точку, обозначив 0z , конечная точка — переменная, 
обозначим ее z . Тогда значение интеграла будет зависеть только от 
точки z . Обозначим функцию  )(zF  –  интеграл с переменным верхним 
пределом. 

Используя определение производной, т.е. рассматривая 
z
F

z Δ
Δlim

0Δ 
, 

нетрудно убедиться, что )(zF  имеет производную в любой точке обла-
сти определения, а следовательно, является в ней аналитической. При 
этом для производной получим формулу 

)()( zfzF  . (4.7) 
Производная интеграла с переменным верхним пределом равна 

значению подынтегральной функции при верхнем пределе. 
Функция )(zF , для которой выполняется равенство (4.7), называ-

ется первообразной для функции )(zf  в односвязной области, а сово-
купность первообразных czFzФ  )()( , где constc  , — неопределен-
ным интегралом от функции )(zf . 

Получаем следующие утверждения. 

1. Интеграл с переменным верхним пределом 
z

z

dttf
0

)(  от аналити-

ческой в односвязной области функции есть функция, аналитическая в 
этой области; эта функция является первообразной для подынтеграль-
ной функции. 



63 

 

 

 

 

 

 

2. Любая аналитическая в односвязной области функция имеет в 
ней первообразную (существование первообразной). 

Первообразные аналитических функций в односвязных областях 
находятся по тем же правилам как и в случае действительного анализа: 
используются свойства интегралов, таблица интегралов, правила инте-
грирования. 

Например, czdzzcedze zz   sincos, . 

  2sin
2
1

2
22

1

121

1

2  


 ii

it
it ee

ii
edte . 

Между криволинейным интегралом от аналитической функции и 
ее первообразной в односвязной области имеет место связь, аналогич-
ная формуле Ньютона-Лейбница из действительного анализа: 

)()()()( 12
1

22

1

zFzFzFdzzf
z

zz

z

 .                                 (4.8) 

Пример 5. Применяя формулу 
Ньютона-Лейбница, вычислить интеграл 

 


dzz )1( , где   – кривая, соединяю-

щая точки iA 1 , iB  1 , как пока-
зано на рисунке. 

Решение. 
Функция 1)(  zzf  аналитическая во всей комплексной плоско-

сти, поэтому мы можем применить формулу Ньютона-Лейбница. 







































 )1(

2
)1()1(

2
)1(

2
)1()1(

22

1

121

1

iiiizzdzzdzz
i

ii

i  

iiiiiii 22111
2

1211
2

121






 . 
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Пример 6. Применяя формулу Ньютона-

Лейбница, вычислить интеграл 


dz
z
1 , где кри-

вая Г – четверть окружности, соединяющая 
точки 1A  и iB  , как показано  на рисунке. 

 
Решение. 
Однозначная функция zizzzF arg||lnln)(   является первооб-

разной для функции 
z

zf 1)(  .  По формуле Ньютона-Лейбница полу-

чим: 

2
1lnlnln11

11





  iizdz
z

dz
z

ii

. 

4.4. Теоремы Коши 

Теорема 1. Коши для односвязной области (простого контура). 
Если функция )(zf  аналитична в некоторой односвязной области D , то 
для любого замкнутого   интеграл 

0)( 


dzzf .                                             (4.9) 

Доказательство. Предположим, что )(zf   – непрерывна (для 
упрощения доказательства). Тогда в силу аналитичности )(zf  интеграл 

0)(  


dyudxvidyvdxudzzf . 

Рассмотрим подробнее полученные криволинейные интегралы 
второго рода: 

0














  dxdy
y
u

x
vdyvdxu

D  
и

 
0















  dxdy
y
v

x
udyudxv

D

.
 

Так как 
y
v

x
u






  и 

x
v

y
u






  по формулам Коши-Римана. 
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Следствия из теоремы Коши для простого контура. 
1. Теорема справедлива и в случае, если C  — граница области D , 

а функция )(zf  является аналитичной в области и на границе, т.е. в D , 

так как, согласно определению, аналитичность в D  предполагает ана-
литичность функции в некоторой области B , содержащей )( DBD  , а 
C  при этом будет внутренним контуром в B . 

2. Интеграл от аналитической функции не зависит от вида кривой 
интегрирования, соединяющей две точки области аналитичности функ-
ции и не выходящей из этой области. То есть интегралы по различным 
кривым, лежащим в односвязной области аналитичности функции и со-
единяющим две точки этой области, равны между собой, т.е. 

 
21

)()(
ll

dzzfdzzf , где 1l  и 2l  - произвольные кривые, соединяющие 

точки 1z  и 2z . 
Для доказательства достаточно рассмотреть контур C , состоящий 

из кривой 1l  (от точки 1z  к точке 2z ) и кривой 2l  (от точки 2z  к точке ) 
Свойство можно сформулировать следующим образом. 

 
Теорема 2. Коши для многосвязной области. Пусть функция 

)(zf  аналитична в замкнутой многосвязной области D , 

k ...210   – граница этой области (т.е. f  аналитична в ис-

ходной области DV   вместе с ее границей), то: 

0)()(
1

 


k

k k

dzzfdzzf


. (4.10) 

Доказательство. Проводя 
два «разреза» 1  и 2 , т.е. доба-
вив два отрезка, которые про-
ходятся в противоположных 
направлениях, получим одно-
связную область.  

 
 
 

1z
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Следствия из теоремы Коши для многосвязной области.  
1. Если функция )(zf  – аналитична в многосвязной области D , то 

интеграл от нее не зависит от пути интегрирования, а  зависит только от 
начальной 0z  и конечной точки 1z  пути. 

Доказательство.  
 



0)()()(
21 

dzzfdzzfdzzf
 

 
1

021

)()()(
z

z

dxzfdxzfdxzf
 . 

 
2. При выполнении условий теоремы Коши для многосвязной об-

ласти интеграл по внешнему контуру равен сумме интегралов по внут-
ренним; обход на всех контурах в одну сторону  

 



n

k Ck

dzzfdzzf
1

)()(


.                                 (4.11) 

3. Если )(zf  является аналитичной в односвязной области D  и на 
границе области, за исключением, быть может, точки a  этой области, то 
интегралы по различным замкнутым кривым, которые лежат в области 
D  и ограничивают области, содержащие точку a , равны между собой : 

 
mk CC

dzzfdzzf )()( .                                    (4.12) 

Доказательство очевидно, поскольку каждый такой контур можно 
рассматривать как внутреннюю границу двусвязной области, внешней 
границей которой является граница области D . В соответствии с форму-
лой (4.11) при  1n  любой такой интеграл равен интегралу по границе D . 

 
Сравнение формулировок теоремы  и следствия из теоремы  поз-

воляет сделать обобщение, которое запишем в виде следующего утвер-
ждения. 

Если )(zf  аналитическая в D , то 0)( 
Г

dzzf , где Г – граница 

области D  (простой или сложной). 
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Теорема 3. Интегральная формула Коши. Если функция )(zf  
является аналитической в области D  и на ее границе  , то для любой 
внутренней точки a  области ( Da ) имеет место равенство: 

 



dz

zz
zf

i
zf

0
0

)(
2
1)( .                                     (4.13) 

(Без доказательства) 
Область D  может быть односвязной или многосвязной, а граница 

области – простым или сложным контуром. 
Следует обратить внимание, что точка a  не принадлежит границе 

области и поэтому подынтегральная функция является непрерывной на 
C  и интеграл существует.  

Интеграл  
dz

zz
zf

i 0

)(
2
1  определяет аналитическую функцию в 

любой точке z , не принадлежащей контуру  , причем в точках конеч-
ной области D , ограниченной контуром, он равен )(zf , а вне D  – ра-
вен нулю в силу оснований теоремы Коши. 

Приведенная формула имеет важное прикладное значение – по 
ней решается так называемая краевая задача теории функций комплекс-
ного переменного: по значениям функции на границе области определя-
ется ее значение в любой внутренней точке. 

Формула Коши применяется также в следующем виде: 

)(2)(
0

0

zifdz
zz
zf 




 .                                (4.14) 

Из формулы Коши можно получить формулу для производных 
функции )(zf . 

Теорема. Если функция )(zf  аналитична в замкнутой области D , 
то в каждой точке области D  она дифференцируема сколько угодно раз, 
причем 
 n –ая  производная представляется формулой 

 


 1
0

0
)(

)(
)(

2
!)( n

n

zz
dzzf

i
nzf , 
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откуда 

)(
)!1(

2
)(

)(
0

)1(

0

zf
n

idz
zz
zf n

n










,                        (4.15) 

где  – граница области  D   обходится в положительном направ-
лении. 

Эта формула может также служить для вычисления некоторых 
контурных интегралов. 

Пример 7. Вычислить  l

z

zz
dze

)3(
, где l – окружность радиуса 

2
3  с 

центром в точке 2. 
Решение.  

В качестве функции )(zf  надо взять 
z
ez

, аналитическую в круге 

2
3|2| z .  

Применив формулу  Коши, находим: 

3
2)3(2

3
)(

)3(

3eifi
z

dzzf
zz

dze

ll

z





   . 

Пример 8. Вычислить  l

z

iz
dze

3)(
, где l – произвольный контур, од-

нократно обходящий точку i  в положительном направлении. 
Решение.  
Функция zezf )(  аналитична в области, ограниченной контуром 

l . По теореме  Коши находим: 

)1cos1sin()(
!2

2
)( 3 iieifi

iz
dze i

l

z


  . 

 

Пример 9. Вычислить 
 4|| )3(

sin

z

dz
zz

z . 
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Решение. Внутри круга 4|| z  
лежат обе особые точки 00 z  и 31 z . 
В круге 1L , содержащем точку 00 z , 

аналитична функция 
)3(

sin
z

z , а в круге 

2L , содержащем точку 31 z , анали-

тична функция 
z

zsin . 

По теореме Коши для многосвяз-
ной области, имеем 

3sin
3
23sin

3
20sin

3
2

)3(
sin

)3(
sin

)3(
sin

213

iiidz
zz

zdz
zz

zdz
zz

z

LLL

 






 

 
 

4.5. Практическое занятие 4 

При вычислении интегралов функции комплексного пере-
менного через криволинейные интегралы II рода от функции двух 
действительных переменных используется формула  (4.2) 

dxvdyuidyvdxudzzf  


)( . 

Пример 1. Вычислить 
L

dzzRe , где L  – прямая от точки iz 10  

до точки iz  21 . 
Решение. 

 
   

.

0
Re




















LL

LL

xdyixdx

idydxx
yx,v

xyx,u
dzz

 

Т.к. L  – прямая, проходящая через 

2 точки, то по формуле 
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx






  

можно составить уравнение и из него выразить y  через x . 

-4    -3   -2   -1     0  1    2    3     
4  

4 

-4 

   

 

 

1 
2 

 

у 

х 0 
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2
1

1
1





 yx

 
221  xy  

32  xy , 
тогда dxdy 2 . 

В этом случае переменной интегрирования выступает x :  
2;1 21  xx . 

Тогда 

iixixdxxixdxxdyixdx
LL

3
2
3)14(

2
12

2
2

2
)2(

1

22

1

222

1

2

1








 
 

. 

Пример 2. Вычислить  
L

dzz )1( , где L  – дуга параболы 12  yx  

от точки 11 z  до точки iz 252  . 
Решение. 

  dziyxdzz
LL

)1()1(  

  ))()1(( idydхiyx
L

 

ydxdyxiydydxx
LL

  )1()1(  

Далее вычисляем криволинейные 
 интегралы, сведя их к определенным по переменной 

2,0;2;1: 21
2  yydyydxyxy .  

 
2

0

2
2

0

2 22)11()1()1( ydyydyyiydyydyyydxdyxiydydxx
LL

iyiyydyyidyyy
3
810

324
2)()2(

0

23

0

2242

0

2
2

0

3 
















 

. 
Пример 3. Вычислить интеграл  

L

dzizz )2( , где L  – дуга пара-

болы 2xy   от точки 01 z  до точки iz 12 . 

 

1               5 

у 

х 0 
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 0 

Решение. 
L

dzizz )2(  

 
L

idydxiiyxiyx )())()(2(

 
L

idydxiiyxiyx )())22(

 
LL

idydxyixidydxiiyx )())1(3()()3(
 

 
LLLL

dxxxdxxixdxxxdxdxyxdyidyyxdx )1(232)1(3)1(3)1(3 22

 
1

0

2
1

0

3
1

0

2
1

0

3 )17()2()17()223( dxxidxxxdxxidxxxx
 

iixxixx
3

10
3

100
3

7
4

2
2 0

13

0

142


















 . 

 
При интегрировании функций комплексного переменного, ес-

ли кривая задана параметрическими уравнениями )(txx  , )(tyy  , 
а начальная и конечная точки дуги соответствуют значениям 

btat  , , используется формула (4.5) 

 
b

aГ

dttztzfdzzf )())(()( . 

Пример 4. Вычислить 
L

dzz || , где L  – полуокружность радиуса 1 

с центром в начале координат, лежащая в верхней полуплоскости, при-
чем обход совершается по часовой стрелке. 

Решение. Контуром интегрирова-
ния является окружность, уравнение ко-
торой можно записать через параметр 








ty
tx

sin
cos

, тогда  

tittz sincos)(  ; dttitdz )cossin(  . 
При этом 

1sincos|| 2222  ttyxz . 

 

у 

х 0 
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Т.к. обход совершается по часовой стрелке, т.е. от 11 x  до 12 x
, то 1t , 02 t . 

2)01()01()sin(cos)cossin(1||
00

  iititdttitdzz
L  . 

Пример 5. Вычислить интеграл ,dzzz
L
  где L - полуокружность 

радиуса 1 с центром в начале координат, лежащая в верхней полуплос-
кости, с обходом против часовой стрелки. 

Решение. В данном случае удобно воспользоваться уравнением 
кривой L в параметрической форме itez     t0  

Находим itez  , 1z , .dtiedz it  
Подставляем в подынтегральное выражение и вычисляем инте-

грал 

.
00




iidtdtieedzzz itit

L

  

 
При применение формулы Ньютона-Лейбница к вычислению 

интегралов функции комплексного переменного используется фор-
мула (4.7) 

)()()()( 12
1

22

1

zFzFzFdzzf
z

zz

z

 . 

Пример 6. Вычислить интеграл 
i

zdzz
0

cos . 

Решение. Функции zzf )(  и zz cos)(   являются аналитиче-
скими всюду. Применяя формулу интегрирования по частям, получим: 

 
00000

cossinsin)sin()(sincos
iiiii

ziizdzzzdzzzzdzz
 

e
e


111ch1sh . 

Пример 7. Вычислить интеграл  
L

zdz,sin 2  

где L — отрезок прямой от точки 01 z  до точки .1 iz   
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Решение. Функция   zzf 2sin  аналитична всюду, и, следова-
тельно, интеграл не зависит от пути интегрирования и может быть 
вычислен по формуле Ньютона-Лейбница  

Находим первообразную   





 

2
2sin

2
1 zzzF , используя фор-

мулы понижения степени  .2cos1
2
1sin 2 zz   

Вычисляем интеграл по формуле Ньютона-Лейбница 

   .2sh2
4

2sin
4
1

2
1

2
2sin

2
1sin

00

2 





 

iiizzzdz
ii

 
При применении интегральных формул Коши к вычислению 

интегралов используются формулы (4.14) и (4.15) 

)(2)(
0

0

zifdz
zz
zf

L


   и  )(

)!1(
2

)(
)(

0
)1(

0

zf
n

idz
zz
zf n

L
n







  

С помощью этих формул вычисляются интегралы функций вида 

nzz
zf

)(
)(

0
, где )(zf  – аналитическая функция. Естественно, точка 0z  

должна лежать внутри контура L  (если она лежит вне контура, подын-
тегральная функция аналитична, и интеграл равен 0). 

 

Пример 6. Вычислить 


 4|1| 3z

z

dz
z
e . 

Решение. Здесь zezf )( , 
30 z  лежит внутри круга 

4|1| z . 
Поэтому 

3

4|1|

2
3

iedz
z
e

z

z
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Пример 7.  

Вычислить 
 2|1| )3(

sin

z

dz
zz

z . 

Решение. Внутри круга 2|1| z  
лежит точка 00 z , поэтому 

)3(
sin)(



z

zzf ,   и 

0
30
0sin2

)3(
sin

2|1|















idz
zz

z

z

 .  

Пример 8. Вычислить dz
z

z

z


 






 2

||

3

3

2sin
 

. 

Решение. Здесь 3,
3

,2sin)( 0  nzzzf  . 









 





333

2
||

3 2sin4)2cos2()2(sin
!2

2

3

2sin





 zzz

z

zizizidz
z

z

 

iii 


 32
2

34
3

2sin4 


 . 

Пример 9. Вычислить   )2()( 2 ziz
ez

 в следующих случаях зада-

ния контура: 
а) 2||  iz ,         б) 3|2|  iz . 
Решение. 
а) В круг 2||  iz  попадает точка iz  . Записываем функцию 

2)(
1

2  z
e

iz

z

 при 2n  и iz 0 . Вычисляем интеграл: 




















 


iz

zz

iz

zz

z
ezei

z
ei

ziz
e

22 )2(
)2(2

2
2

)2()(


  

22 )2(
)1(2

)2(
)1(2

i
iei

z
zei

i

iz

z











 . 
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б) В круг 3|2|  iz  входят обе точки 2, 21  ziz . Запишем 
интеграл в виде суммы двух интегралов: 

 
21

)()()(


dzzfdzzfdzzf , 

где каждый из контуров 1  и 2  охватывает только одну из точек. 
В частности, в качестве контура 1  можно взять окружность из случая 
„а”, а 2  – окружность, например, 2|2|  iz , т.е. можно воспользо-
ваться полученными результатами. 

))1((
)2(

2
)2(

12
)2(

2
)2()(

2
222

2

2 iee
i
ie

i
ii

i
ei

ziz
dze ii

z




















  
 

4.6. Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить интегралы от функций комплексной переменной по 
заданным кривым. 

1.1 ,dzz
L
  L— полуокружность 1z , .0Im z             

1.2 
L

zdzz ,Re  L — отрезок прямой от точки 01 z  до точки .2 iz    0  

1.3 
L

dzzz ,2  L — полуокружность ,2z  .0Im z           





3
16

 
1.4 

L
zdzz ,Im  L — отрезок прямой от точки 01 z  до точки 

.12 iz                 





3
2i

 
1.5 

L

z dze ,  L — полуокружность ,1z  .0Re z                ei2  

1.6 
L

zdzIm , L — полуокружность ,1z  .0Im z            





2


 
1.7 ,dzz

L
  L — отрезок прямой от точки 01 z  до точки   [1]  

 0

.12 iz 
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1.8 
L

zdzz ,Re  L — полуокружность  ,3z  .0Im z     





2
27 i

 
1.9 

L
dzzz ,sin  L — полуокружность  ,2z  .0Re z          0  

1.10 
L

zdzz ,Im2  L – отрезок прямой от точки 01 z  до точки 

.222 iz                                    i88  
 
2. Вычислить интегралы от аналитических функций. 

2.1 
i

zdzz
0

.cos                    11  e  

2.2   
i

dzzz
0

2 .sin                   



 

3
1ch1 i

 

2.3  





i

i
dzzz

1

1

2 .123               i6  

2.4 
i

zdz
2

0

2 .cos4                        i4sh4   

2.5 
i

i

z dzze
2

.2
2

               14   ee  

2.6 
i

zdzze
0

.                     1sin1cos1cos1sin1  i  

2.7 
i

zdzz
1

.sin                     11sin1cos  ie  

2.8   
i

zdziz
0

.sin                      1ch21sh1 i  

2.9 
 i

dzzz
1

1

2 .cos2                 2sh1sin i  

2.10   
i

dzzzz
0

23 .sin22                              1cos1sin1cos1 i  
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3. Вычислить интегралы при помощи формул Коши  

3.1 dz
zz

z

iz


 2|2|
3 16
sin ,                0  

3.2 dz
zz

z

iz

 1|2|

3 16
sin ,                 0  

3.3  dz
zz

z

z

 2||

3 16
sin ,                  0  

3.4 
 2|4|

3 16
sin

iz zz
z ,              





16
1sh  

3.5 dz
z

e

iz

z





2
1||

3)1(
,                      ie  

3.6 
 2|2|

2 )2()(iz

z

ziz
dze ,                        

3.7 
 1||

2 )2()(iz

z

ziz
dze ,                0  

3.8 dz
z

iz





2
1||

2 1
1 ,                   

3.9 dz
z

iz





2
1||

2 1
1 ,                        

3.10. 
 1|5,2| )3(

sin

z

dz
zz

z .                    



 3sin
3
2 i  

 0
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5. РЯДЫ ТЕЙЛОРА И ЛОРАНА 

5.1. Степенные ряды 

Определение 1. Степенным рядом называется ряд вида 

...,)(...)()()( 0
2

020100
0






n
n

n

n
n zzczzczzcczzc  (5.1) 

где nc  и 0z  комплексные числа, а z  – комплексная переменная. 
Если 00 z , то получаем ряд вида 

......2
210

0






n
n

n

n
n zczczcczc .                  (5.2) 

Областью сходимости степенного ряда является внутренность 
круга с центром в точке 0z  и радиусом R  с возможным добавлением 
точек, лежащих на границе этого круга. Радиус круга называется радиу-
сом сходимости и определяется по формулам 

n
nn

c
R

||lim1


                                         (5.3) 

и     
||

||lim
1




n

n
n c

cR ,                  (5.4) 

если пределы существуют. 

Таким образом, ряд 





0

0 )(
n

n
n zzc  при  Rzz  || 0  сходится абсо-

лютно, а при Rzz  || 0  расходится. Множество точек сходимости ряда 
на окружности может быть пустым, может полностью совпадать с ней, 
может в одних точках окружности сходиться, а в других расходиться. 

Если радиус сходимости степенного ряда 





0

0 )(
n

n
n zzc  есть число 

0R , то открытый круг Rzz  || 0  называют кругом сходимости этого 
ряда. Если R  кругом сходимости называют всю комплексную плос-
кость. Если 0R , то ряд сходится только в точке 0zz  . 

Таким образом, степенной ряд определяет функцию 
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0

0 )()(
n

n
n zzczS

 
для всех комплексных чисел, удовлетворяющих условию Rzz  || 0 , и, 
может быть, для некоторых или всех чисел, удовлетворяющих условию 

Rzz  || 0 . Функция )(zS  является аналитической в круге сходимости.  
Пример 1. Найти радиус сходимости и область сходимости ряда 








0
33
)(

n
n

n

n
iz . 

Решение. ПО условию имеем 33
1||
n

c nn  . Для того, чтобы найти 

радиус сходимости, воспользуемся формулой 

||
||lim

1



n

n
n c

cR , 

получим 

3113lim
3

)1(3lim
3

3

31







 








 nn
nR

nn

n

n
. 

Проверим, будет ли сходиться ряд на окружности 3||  iz . Для 
чего найдём модуль выражения, стоящего под знаком суммы при 

3||  iz , а именно 

333

1
3
3

3
)(

nnn
iz

n

n

n

n


 . 

Из сходимости ряда 


0
3

1
n n

 непосредственно следует абсолютная 

сходимость ряда 






0
33
)(

n
n

n

n
iz  во всех точках окружности 3||  iz . Таким 

образом, исследуемый ряд сходится во всех точках z , удовлетворяю-
щих условию 3||  iz . 
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5.2. Ряды Тейлора 

Определение 2. Пусть функция )(zf  аналитическая в точке 0z  
(т.е. дифференцируемая в этой точке и некоторой ее окрестности). Ряд 

n

n

n

zz
n

zf )(
!

)(
0

0

0
)(






,  где   


L
n

n

zz
dzzf

in
zf

1
0

0
)(

)(
)(

2
1

!
)(


,       (5.5) 

называется рядом Тейлора функции f  в точке 0z . Этот ряд абсолютно 
сходится внутри контура L , а качестве L  можно взять любую окруж-
ность, которая не выходит за пределы D . 

Теорема (теорема единственности ряда Тейлора). Любой схо-
дящийся в круге Rzz  || 0  к функции )(zf  степенной ряд 







0

)()(
n

n
on zzazf                                      (5.6) 

является рядом Тейлора для своей суммы. 
Доказательство. Пусть имеет место ряд (5.6). Тогда )( 00 zfa  . 

Выполняя почленное дифференцирование ряда (5.6) и полагая после 

этого 0zz  , получим ...,,
!

)(...,,
!2

)(),( 0
)(

0
201 n

zfazfazfa
n

n 


  т.е. 

ряд (5.6) и есть ряд Тейлора для функции )(zf . 

Пример 1. Написать ряд Тейлора для функции zezf )(  в точке 
0z . 

Решение. Функция zezf )(  аналитическая в точке 0z  и 

1)0( 0
0   eef z

zn . 

Поэтому ряд Тейлора функции zezf )(  в точке 0z  будет иметь 

вид 


0 !n

n

n
z . 

Пример 2. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки 00 z  

функцию 
32

)( 2 


zz
zzf  и найти радиус сходимости. 

Решение. Используем разложение 
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...)1(...1
1

1 2 


nn zzz
z

 )1( R . 

Разложим функцию 
32

)( 2 


zz
zzf  на простейшие дроби: 

3
1

4
3

1
1

4
1

322 





 zzzz
z . 

Преобразуем правую часть следующим образом: 


















...

93
1

4
1...)1(

4
1

3
1

1
4
1

1
1

4
1

32

2
32

2

zzzzzzzzz
z

 

...
3
7

3
2

3
1...

27
28

9
8

3
4

4
1 3

3
2

2
32 zzzzzz 






  . 

Ближайшей к точке 00 z  особой точкой данной функции являет-
ся точка 1z , поэтому радиус сходимости полученного ряда 1R . 

Пример 3. Разложить по степеням  ( 3z ) функцию 
z

zf
23

1)(


 . 

Решение. Преобразуем данную функцию следующим образом: 

)3(
3
21

1
3
1

)3(23
1

)33(23
1

23
1)(













zzzz
zf . 

Используем разложение: 

...)1(...1
1

1 2 


nn zzz
z

 )1( R . 

Заменим в разложении z  на )3(
3
2

z , получим: 












...)3(

3
2)3(

3
2)3(

3
21

3
1

23
1 3

3

3
2

2

2

zzz
z

 

...)3(
3
2)3(

3
2)3(

3
2

3
1 3

4

3
2

3

2

2  zzz . 

Этот ряд сходится при условии 

1)3(
3
2

z  или 
2
3|3| z , т.е. радиус сходимости ряда 

2
3

R . 
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5.3. Разложение функции в степенной ряд 

В предыдущем пункте было сказано, что сумма степенного ряда 
является аналитической функцией внутри круга сходимости. Вполне 
естественно поставить вопрос о возможности разложения в степенной 
ряд аналитической функции. Справедливы следующие утверждения: 

1) Если функция )(zf  однозначная и аналитическая в круге 
Rzz  || 0 , тогда в каждой точке этого круга она единственным образом 

представляется сходящимся рядом Тейлора 

n

n

n

zz
n

zfzf )(
!

)()( 0
0

0
)(






.                                    (5.7) 

2) Каждый сходящийся степенной ряд является рядом Тейлора 
своей суммы. 

При разложении функции в степенной ряд 







0

0)()(
n

n
n zzczf

 
коэффициенты nc  далеко не всегда удобно вычисляются по формулам 

!
)( 0

)(

n
zfc

n

n  . Для вычисления коэффициентов ряда Тейлора существует 

ряд искусственных приемов, которые аналогичны приемам, применяе-
мым в случае функций действительного переменного: умножение на 
переменную, дифференцирование и интегрирование ряда в области схо-
димости. За основу при этом берут основные табличные разложения: 
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n
zz

n

n

n

, 



83 






||...,
)!2(

...
!4!2

1
)!2(

ch
24

0

22

z
n

zzz
n

zz
n

n

n

, 







 




2

1 !2
)1(1

!
)1)...(2)(1(1)1( zmmmzz

n
nmmmmz n

n

m  

1||,...,
!

)1)...(2)(1(...
!3

)2)(1( 3 





 zmz
n

nmmmmzmmm n  . 

Частные случаи последней формулы: 

1||...,)1(...1
1

1 32 


zzzzz
z

nn , 

1||...,...1
1

1 32 


zzzzz
z

n . 

Пример 1. Разложить функцию 2)65(
1
z

 в ряд по степеням ( ). 

Решение. Так как степень знаменателя равна двум, сначала раз-

ложим в ряд функцию 
65

1
z

, затем почленно продифференцируем его: 
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Круг сходимости  
5
41|7|1

41
|7|5


 zz . 

На границе круга сходимости ряд из модулей расходится, т.к. об-
щий член не стремится к нулю, поэтому в каждой точке окружности 

5
41|7| z  ряд расходится. Далее,  
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Все выводы о круге сходимости и поведении ряда на его границе 

остаются справедливыми. 

7z
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5.4. Ряды Лорана  

Среди рядов, отличных от степенных, наиболее близким к степен-
ному является ряд вида 

...
)(

...
)()()( 0

2
0

2

0

1
0

0 0
















n

n

n
n

n

zz
c

zz
c

zz
cc

zz
c  ,          (5.8) 

где nc  и 0z  комплексные числа, а z  комплексное переменное. 
Если 00 z , то получаем ряд вида 

......2
21

0
0





n
n

n
n
n

z
c

z
c

z
cc

z
c .                        (5.9) 

Областью сходимости ряда вида  


 0 0 )(n
n

n

zz
c  является внешность 

круга с центром в точке 0z  и радиусом r  с возможным добавлением то-
чек, лежащих на границе этого круга. Радиус круга определяется по 
формулам 

n
nn

cr ||lim
0

  (5.10) и 
||
||lim 1

0
n

n

n c
cr 


 ,                  (5.11) 

если пределы существуют. 

Таким образом, ряд 


 0 0 )(n
n

n

zz
c  при rzz  || 0   сходится абсолют-

но, а при rzz  || 0  расходится. Множество точек сходимости ряда на 
окружности rzz  || 0  может быть пустым, может полностью совпадать 
с ней, может в одних точках окружности сходиться, а в других расхо-
диться. 

Если радиус сходимости ряда 


 0 0 )(n
n

n

zz
c  число 0r , то обла-

стью сходимости ряда является внешность круга rzz  || 0 . Если r , 
то область сходимости вырождается в бесконечно удаленную точку. Ес-
ли 0r , то областью сходимости является вся комплексная плоскость 
из которой выброшена точка 0zz  . 



85 

Таким образом, ряд 


 0 0 )(n
n

n

zz
c  определяет функцию 




 


0 0)(
)(

n
n

n

zz
czS  

для всех комплексных чисел, удовлетворяющих условию 
rzz  || 0 , и, может быть, для некоторых или всех чисел, удовлетворя-

ющих условию rzz  || 0 . Функция )(zS  является аналитической в об-
ласти сходимости rzz  || 0 .  

Объединим теперь два случая (степенной ряд и ряд с отрицатель-
ными степенями переменных).  

Определение 3. Пусть функция )(zf  аналитична в кольце 
 RzzrzV rR  |||: 0, . Ряд вида 

Zndz
zz
zf

i
czzc nn

n

n
n 


  





,
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)(

2
1,)( 1

0
0


,           (5.12) 

где Г — окружность Rrzz  ,|| 0 , называется рядом Ло-
рана функции )(zf  в кольце  RzzrzV rR  |||: 0, . 

В исследованиях о разложимости функции в ряд Лорана основ-
ными являются следующие утверждения: 

1. Однозначная аналитическая в кольце  RzzrzV rR  |||: 0,  

функция )(zf  в каждой точке кольца rRV ,  единственным образом пред-

ставляется сходящимся рядом Лорана. 

Zndz
zz
zf

i
czzc nn

n

n
n 
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1,)( 1

0
0


. 

Ряд 







1

0 )(
n

n
n zzc                                            (5.13) 

называют главной частью ряда Лорана. Ряд 







0

0 )(
n

n
n zzc

                                         
 (5.14) 

называют правильной частью ряда Лорана. 
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2. Если функция )(zf  аналитична в круге Rzz  || 0 , то ряд Ло-
рана в этом круге совпадает с рядом Тейлора для этой функции. 

3. Любой ряд в кольце сходимости является рядом Лорана своей 
суммы 







n

n
n zzczS )()( 0 . 

На практике, при разложении функции )(zf  в кольце rRV ,  в ряд 

Лорана, формула Zndz
zz
zf

i
c nn 


   ,

)(
)(

2
1

1
0

 для вычисления коэффи-

циентов ряда Лорана применяется редко. Так же, как и для ряда Тейло-
ра, разложение в ряд Лорана единственно, следовательно, для получе-
ния Лорановских разложений можно воспользоваться умножением на 
переменную, дифференцированием и интегрированием ряда в области 
сходимости. За основу при этом берут основные табличные разложения.  

Еще раз подчеркнем, что в ряд Лорана раскладывается функция, 
аналитическая в кольце, и ширина этого кольца определяется областью 
аналитичности функции, т.е. разложение теряет смысл там, где функция 
теряет аналитичность. 

Пример 1. Разложить в ряд Лорана функцию 
z

zzf 1cos)( 2  в 

окрестности точки 00 z . 
Решение. Используем разложение 
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Заменяя z  на 
z
1 , получим 
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111cos 42

2
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Это разложение справедливо для любой точки 0z . В данном 

случае «кольцо» представляет собой всю комплексную плоскость с од-
ной выброшенной точкой 0z . Это «кольцо» можно определить с по-
мощью следующего соотношения:  |0|0 z . Здесь 
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0,,0 0  zRr . Данная функция является аналитической в указан-
ном «кольце». 

Пример 2. Получить все возможные разложения в ряд Лорана по 
степеням ( 2z )  функции 

)4(
1)(



zz

zf . 

Решение. Здесь 20 z , 
функция теряет аналитичность в 
точках 4,0 21  zz . Легко ви-
деть, существует три области ана-
литичности с центром в 0z   (один 
круг и два кольца), на границах 
которых функция теряет аналитич-
ность: 

1. 2|2| z ; 
2. 6|2|2  z ; 
3. 6|2| z . 
В каждой из этих областей разложение будет таким: 
1. В первой области (круге) функция аналитична, поэтому ряд Ло-

рана будет совпадать с рядом Тейлора. 
Разложение )(zf  на простые дроби: 
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разлагаем в ряд Тейлора каждую из них. 
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где 2|2| z . 
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, 
это разложение справедливо, если 6|2| z , т.е. в первой и второй об-
ластях. Окончательно в первой области: 

 

   0 6 
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n
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n zzf )2(
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 . 

Этот ряд содержит только правильную часть. 
2. В кольце 6|2|2  z  знаменатель второй геометрической про-

грессии (для дроби 
4

1
z

) по модулю 1
6

|2|


z , поэтому разложение 

остается в силе. Для первой дроби, с учетом того, что 

1
|2|

22|2| 



z

z , получим: 
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Это – главная часть ряда Лорана. Разложение имеет вид: 
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3. В кольце  |2|66|2| zz  для первой дроби разло-
жение такое же, как и в предыдущем случае: 
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Для второй дроби 
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Ответ можно записать в форме  






 
1

111 )2()62()1(
4
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n

nnnn zzf . 

В этом разложении имеется только главная часть. 
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5.5 Изолированные особые точки 

Определение 4. Пусть функция f  не является аналитической в 
точке az  . Точка az   называется изолированной особой точкой 
функции f , если существует такая проколотая окрестность этой точки, 
т.е. кольцо  RzzVR  ||0|:0, , в котором функция f  аналитическая. 

Пусть az   – изолированная особая точка функции f . Рассмот-
рим разложение в кольце 0,RV   функции f  в ряд Лорана 







n

n
n zzczf )()( 0 . 

В зависимости от разложения различают три типа изолированных 
особых точек. 

Определение 5. Если в разложении в ряд Лорана отсутствует 
главная часть, т.е. члены с отрицательными степенями 







0

0)()(
n

n
n zzczf

 
то точка az   называется устранимой особой точкой функции f . 

При подходе к устранимой особой точке az   функция f  имеет 
конечный предел, и если его принять в качестве значения функции в 
точке az  , то f  становится аналитической в точке az  . 

Определение 6. Если в разложении в ряд Лорана главная часть 
содержит конечное число членов 

 




1

0 )()(
mn

n
n zzczf 0,0,)(

0
0 




m

n

n
n cmzzc

, 
то точка az   называется полюсом порядка m  функции f . 

Определение 7. Если в разложении в ряд Лорана главная часть 
содержит бесконечное число членов 







n

n
n zzczf )()( 0

 
то точка az   называется существенно особой точкой функции f . 

Признаки особых точек по значению )(lim zf
az

. 
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Теорема 1. Для того, чтобы особая точка az   была устранимой 
особой точкой функции )(zf , необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовал конечный предел 


CCzf

az
,)(lim . 

Доказательство. Выпишем  разложение )(zf  в ряд Лорана: 

...)()(...
)()(

...)( 2
2101

1 





 
 azAazAA

az
A

az
Azf n

n
n

n . 

Очевидно, что )(lim zf
az

 может быть конечным тогда и только то-

гда, когда отсутствуют члены с отрицательными степенями, т.е. отсут-
ствует главная часть, т.е. az   – устранимая особая точка. В этом слу-
чае 0)(lim Azf

az



. 

Теорема 2. Изолированная особая точка az   функции f  являет-
ся полюсом тогда и только тогда, когда   


)(lim zf

az
.   При этом в не-

которой окрестности этой точки )(zf  можно представить в виде 

naz
zzf

)(
)()(




 , где  )(z  аналитическая в точке a  функция, 0)( a . 

Доказательство. Необходимость. Пусть )(zf  имеет в точке az   
полюс n -го порядка, т.е. 
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Преобразуем это выражение: 
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...))( 2
2  nazA . 

Обозначим )(z  сумму ряда, стоящего в скобках: 

...)()()(...)()()( 2
2

1
10

2
21  


nnn

nnn azAazAazAazAazAAz  
Ряд Лорана функции )(zf  сходится в некотором кольце 

raz  ||0 . Пусть точка 1z  принадлежит этому кольцу. Ряд для )(z  
сходится в этой точке, т.к. он отличается от сходящегося ряда для )(zf  

только постоянным множителем naz )(
1


; по теореме Абеля ряд для 
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)(z  сходится в круге |||| 1 azaz   и )(z  аналитична в этом круге 
как сумма степенного ряда. 

Достаточность. Пусть naz
zzf

)(
)()(




 , где )(z  аналитическая в 

точке a  функция, 0)( a . Разложим )(z  в ряд Тейлора:  

...)(...)()()( 2
210  k

k azBazBazBBz . 

Тогда    ...
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  nnn az

B
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B
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Bzf , 

т.е. главная часть ряда Лорана функции )(zf  начинается с члена 

naz
B

)(
0


, где 0)(0  aB  , т.е. точка az   – полюс n -го порядка. 

 
Определение 8. Пусть функция )(z  аналитическая в точке az  . 

Точка az   называется нулем порядка k  функции )(z , если 

0)(,0)(...)()( 0
)(

0
1

00   zzzz kk  . 
Если в точке 0z  функция )(z  имеет нуль порядка k , то в ее раз-

ложении в ряд Тейлора будут отсутствовать первые k  членов, а именно: 
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, 
где функция )(z  аналитическая в точке 0z  и 0)( 0 z . 
Теорема о связи нулей и полюсов. Функция )(zf  имеет в точке 

az   полюс n -го порядка тогда и только тогда, когда функция 
)(

1
zf

 

аналитична в точке az   и точка az   ее нуль n -го порядка. 
С ее помощью легко определять порядок полюса.  
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Мы доказали, что в устранимой особой точке и в полюсе суще-
ствует (конечный или бесконечный) предел )(lim zf

az
. Поэтому в суще-

ственно особой точке этот предел существовать не может. 
Теорема Пикара (без доказательства). В любой сколь угодно ма-

лой окрестности своей существенно особой точки функция )(zf  при-
нимает (причем бесконечно много раз) любое конечное значение (за ис-
ключением, возможно, одного). 

Пример 1. Используя разложение в ряд Лорана, определить ха-

рактер особых точек для функции 2

sin)(
z

zzf  . 

Решение. Используя формулу для разложения в ряд Лорана для 
функции 
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имеем  
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zzf . 

Главная часть разложения в ряд Лорана содержит один член 
z
1 , 

значит, 0z  – полюс первого порядка. 
Пример 2. Используя разложение в ряд Лорана, определить ха-

рактер особых точек для функции 2

cos1)(
z

zzf 
 . 

Решение. Используем формулу для разложения в ряд Лорана для 
функции 
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Так как в разложении отсутствуют члены с отрицательными степе-
нями z , то можно сделать вывод, что 00 z  – устранимая особая точка. 

2
1

2
coslim

)2(
)(sinlim

2
sinlim

)(
)cos1(limcos1lim

0002020














z
z
z

z
z

z
z

z
z

zzzzz
. 

Т.к. const
2
1)(lim

0



zf

z
, то 00 z  – устранимая особая точка 

функции )(zf . 
Пример 3. Используя разложение в ряд Лорана, определить ха-

рактер особых точек для функции 2

1
)(

z
ezf

z
z


 . 

Решение. Разложим функцию )(zf  в ряд Лорана в окрестности 
точки 10 z . 

1
1

11
11

11 






















  zz
z

z
z

z
z

eeeee . 
Используем формулу для разложения в ряд Лорана для функции 






||...,
!

...
!3!2

1
!

32

0
z

n
xzzz

n
ze

n

n

n
z

 
Тогда  


















  ...

)1(!3
1

)1(!2
1

1
11)( 32

1

zzz
ezf .. 

Поскольку главная часть содержит бесконечное множество чле-
нов, то точка 10 z  является существенно особой точкой. 

Пример 5. Используя теорему о связи нулей и полюсов опреде-

лить характер особых точек для функции 

6
sin

)( 3zzz

ezf
z


 . 

Решение. Пусть 
6

sin)(
3zzzzf  . Точка 0z  – нуль этой 

функции, так как 0)0( f . Найдем порядок нуля: 

0)0(;
2

1cos)(
2

 fzzzf
 

0)0(;sin)(  fzzzf  
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0)0(;1cos)( )3()3(  fzzf  

0)0(;sin)( )4()4(  fzzf  

01)0(;cos)( )5()5(  fzzf  
Первая отличная от нуля производная функции в точке 0z  – пя-

тая, поэтому эта точка – нуль пятого порядка функции 

6
sin)(

3zzzzf  . 

Поэтому функция 

6
sin

3zzz

e z


 имеет в этой точке полюс пятого 

порядка. 

5.6. Практическое занятие 5 

Пример 1. Найти радиус сходимости и область сходимости сте-

пенного ряда  


0 5n
n

nz . 

Решение. По условию имеем nnc
5
1||  . Для того, чтобы найти ра-

диус сходимости, воспользуемся формулой 

n
nn

c
R

||lim1


 , 

Получим  
5
1

5
1lim1



n

nnR
 и 5R .  

Проверим сходимость ряда 


0 5n
n

nz  на окружности 5|| z . Для чего 

найдём модуль выражения, стоящего под знаком суммы при 5|| z , а 

именно 1
5
5

5
 n

n

n

nz . 

Так как при 5|| z  не выполнен необходимый признак сходимо-

сти рядов 0
5

lim 
 n

n

n

z , то при 5|| z  ряд 


0 5n
n

nz  расходится. Таким обра-
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зом, исследуемый ряд сходится во всех точках z , удовлетворяющих 
условию 5|| z . 

Пример 2. Найти радиус сходимости и область сходимости ряда 




0 !n

n

n
z . 

Решение. По условию имеем 
!

1||
n

cn  . Для того, чтобы найти ра-

диус сходимости, воспользуемся формулой 

||
||lim

1



n

n
n c

cR , 

Получим 



 !

)!1(lim
n

nR
n

. 

Таким образом, ряд 


0 !n

n

n
z  сходится во всех точках комплексной 

плоскости. 
Пример 3. Найти первые три члена разложения в ряд Тейлора 

функции zezf  1
1

)(  по степеням z , т.е. с центром разложения в точке 
00 z . 

Решение. Коэффициент Тейлора вычислим, используя формулу 
(5.4): 

eefzfc z
z  


0

1
1

00 )0()( , 

e
z

efzfc
z

z









0
2

1
1

01 )1(
)0()( , 

2
3

)1(
2

)1(
1

2!2
)0(

!2
)(

0
34

1
1

0
2

e
zz

efzfc
z

z

























. 

Итак,  ...
2

3 2
1

1

 ezezee z . 

Единственная особая точка функции )(zf  есть 1z . Значит, ра-
диус сходимости ряда Тейлора в данном случае 1R . 
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Пример 4. . Найти несколько первых членов разложения функции 
  tgzzf   в ряд Тейлора в окрестности точки 0z  (по степеням z). Ука-

зать область, в которой справедливо это разложение. 
Решение. Находим производные функции   tgzzf   непосред-

ственно или по формулам: 

   ,1
cos

1 2
2

' zf
z

zf   

     ,2 ''' zfzfzf   

         ,2 ''2'''' zfzfzfzf   

          ,32 '''''' zfzfzfzfzf IV   

             ,...432 ''''2'' zfzfzfzfzfzf IVV   
Вычисляем значения производных в точке 00 z : 

  ,10' f    ,00'' f    ,20''' f    ,00 IVf    ,...160 Vf  
Составляем ряд Тейлора по формуле (5.1) 

...
!5

16
!3

2tg 53  zzzz
 

Особыми точками функции   tgzzf  , ближайшими к точке 

00 z , являются точки 
2


z , поэтому 
2


R  и разложение справед-

ливо в круге 
2


z . 

Пример 5. Разложить в ряд Тейлора по степеням z  функцию 

24
1)(

z
zf


  и найти область сходимости полученного разложения. 

Решение. Используя стандартное разложение 

......1
1

1 2 


nzzz
z

,  1|| z , 

заменив z  на 
4

2z , получим: 

































 0
1

2

0

242

22 444
1...

164
1

4
1

4
1

4
1

4
1

n
n

n

n

n
zzzz

zz
. 
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Полученное разложение сходится при 1
4

2


z , т.е. в круге 2|| z . 

Итак, имеем: 2||,
44

1
0

1

2

2 
 




 zz

z n
n

n

. 

Пример 6. Разложить по степеням z функцию  
   

.
21

1
2 



zz

zzf  

Указать область, в которой справедливо это разложение. 
Решение.  zf  - правильная рациональная дробь. Разложим её на 

элементарные дроби: 

     
.

2
1

9
1

1
1

3
2

1
1

9
1

21
1

22 











zzzzz

z

 
Каждую элементарную дробь разлагаем в ряд по степеням  z: 

,
1

1
1

1
0









 n

nz
zz

 ;1z  

 
  ,1

1
1

1
1

0

'

2 















 n

nzn
zz

 ;1z  

    ,
2
1

2
1

2
1

2/1
1

2
1

2
1

0
1

0



















 n
n

nn

n
n

nn zz
zz

 .2z  

Складывая полученные ряды, получаем 

   
    .

2
1

9
11

3
2

9
1

21
1

0
1

00
2 




















n
n

nn

n

n

n

n zznz
zz

z

 
Ближайшей к точке 00 z  особой точкой функции  zf  является 

точка 1z , поэтому 1R  и полученное равенство справедливо в круге 
1z . Приведём подобные слагаемые: 

   
  ,
2

156
9
1

21
1

0
12

n

n
n

n

zn
zz

z 



 






 



  .1z  

Пример 7. Функцию zzf sin)(   разложить в ряд Тейлора в 
окрестности точки 3z  (по степеням z-3), используя табличные разло-
жения. Указать область, в которой справедливо полученное разложение. 

Решение. Введем новую переменную 3 zt   и найдем разложе-
ние функции )3sin()(  ttf   по степеням t. Затем выражаем функцию  
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через функции, имеющие табличные разложения:   
  .sin3coscos3sin3sin ttt   

Находим разложение функции  3sin t  в ряд Тейлора, используя 
табличные разложения, сложение (вычитание) рядов, умножение ряда 
на число. Имеем 

   
 

 
  ,

!12
13cos

!2
13sin3sin

0

122

0








 






n

n
n

n

n

n

t
n

t
n

t  .t  

Заменяя  t  на 3z , получаем  

 
     

    ,3
!12

13cos3
!2

13sinsin
0

122

0



















n

n
n

n

n

n

z
n

z
n

z  .z  

Поскольку   zzf sin  аналитична при всех Cz , разложение 
справедливо при всех Cz . 

Пример 8. Разложить в ряд Лорана с центром в 00 z  функцию 

zezzf
1

3)(  . 
Решение. Используем формулу 






||...,
!

...
!3!2

1
!

32

0
z

n
zzzz

n
ze

n

n

n
z . 

...
!

1...
!3

1
!2

111 32

1


nzzzz

e n
z . 

Тогда: 

!
1...

!4
1

!3
1

!2
...

!
1...

!3
1

!2
111)( 3

23
32

3
1

3

nzz
zzz

nzzzz
zezzf nn

z







  . 

Пример 9. Разложить в ряды Лорана по степеням z функцию 

  .
32

2
2 




zz
zzf

 
Решение. Дробь правильная. Находим корни уравнения 

0322  zz .   Имеем два простых корня 11 z  и 32 z . 
Точки 11 z  и 32 z  являются особыми точками функции  zf  

(и в них  zf  не аналитична). Кольца аналитичности функции  zf : 
,1z  ,31  z  .3z  

Разлагаем  zf  на элементарные дроби: 
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   .
3

1
4
5

1
1

4
1

31
2










zzzz
z

 
В каждом кольце аналитичности элементарные дроби разлагаем в 

ряды, используя разложения в ряд Тейлора.  
При 1z  имеем 

    ,1
1

1
1

1
0









 n

nn z
zz

 

,
33/1

1
3
1

3
1

0
1









 n
n

nz
zz

 .3z  

Следовательно, в круге 1z  ряд Лорана функции  zf  имеет вид 

    .
3
51

4
1

34
51

4
1

32
2

0
1

1

0
1

0
2 



















 




n

n
n

n

n
n

n

n

nn zzz
zz

z

 
Этот ряд является рядом Тейлора, так как в точке 0z  функция 

 zf  аналитична. 

При 31  z  ряд для 
z1

1  расходится, а ряд для 
3

1
z

 сходится. 

Поэтому вместо первого используем 

    ,11
/11

11
1

1
1

1

0

1 








 





 n
n

n

n

nn

z
z

zzz
 .1z  

Следовательно, в кольце 31  z  ряд Лорана функции  zf  имеет 

вид 
  .

34
5

4
1

32
2

1 0
12  





















n n
n

n

n

n z
zzz

z

 

При 3z  ряд для 
z1

1  сходится, а ряд для 
3

1
z

 расходится. По-

этому используем 

,33
31

11
3

1
1

1

0
1 








 




 n
n

n

n
n

n

zzzzz
 3z . 

Следовательно, в области 3z  ряд Лорана функции  zf  имеет 
вид 

    .1
4

3513
4
5

4
1

32
2

1

1

1 0

1

2 n
n

nn

n n
n

n

n

n

zzzzz
z  
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Пример 10. Разложить в ряд Лорана в окрестности ее особой точ-

ки функцию   .
1

sin



z

zzzf   Найти область, в которой справедливо по-

лученное разложение. 
Решение. Функция  zf  имеет единственную особую точку 1z , 

следовательно, ее надо разложить в ряд Лорана по степеням 1z . Вво-
дим вспомогательную переменную 1 zt . Получаем 

    .)1(sin11
t

tttf 




 
Преобразуем функцию  1tf  к виду, позволяющему использо-

вать табличные разложения: 

    .sinsinsin11
tt

t
t

ttf  





 

 
Используем табличное разложение в ряд Тейлора 

 
  ,

!12
1sin

0

12










n

n
n

z
n

z   ,z  

мы заменяем  z  на 
t
  и находим разложение 








t
sin  в ряд Лорана 

 
  ,

!12
11sin

0
12

12













n

n

nn

tnt
  .0  t  

Подставим теперь полученный ряд 

   
 

 
 

 
 

12

0
12212

12

00
2

12 11
!12

1
!12

1
!12

11 















 





 













 n

n
nn

n

n

n

n

n

n
n

nn

ttntntn
tf 

 
Заменяя  t  на 1z , получаем 

   
 

12

0
122 )1(

1
)1(

1
!12

1 



 













 n

n
nn

n

zzn
zf  . 

Находим область, в которой справедливо полученное разложение. 
Так как  zf  не имеет других особых точек, кроме 1z , полученный 
ряд Лорана сходится к  zf  при всех 1z . или .10  z  

Пример 11. Найти нули функции   zezf z  1  и определить их 
порядок. 
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Решение. Находим нули функции  zf , решая уравнение 

01  zez . Получаем 0z . 
Определяем порядок полученного нуля 0z . Для этого использу-

ем разложение функции  zf  в ряд Тейлора по степеням  z: 

...
!3!2

1...
!3!2

11
3232











zzzzzzzez . 

Поскольку в полученном разложении коэффициенты 010  cc , а 

0
2
1

2 c , точка 0z  — нуль 2-го порядка функции  zf . 

Пример 12. Найти нули функции     2212 24  zzzzzf  и 
определить их порядок. 

Решение. Находим нули функции  zf , решая уравнение   0zf
. Разложив многочлены на множители, имеем 

          01122  iziziziz . 
,1 iz   ,2 iz   ,13 iz   iz 14 . 

Определим порядок каждого нуля. Для этого сначала представим 
 zf  в виде       zizzf 1

2 , где      2222
1  zzizz  и 0)( 11 z .  

Согласно определению iz 1  — нуль 2-го порядка функции  zf . 

Теперь представим  zf  в виде       ,2
2 zizzf   где 

     2222
2  zzizz  и 0)( 22 z .  iz 2  – тоже нуль 2-го порядка 

функции  zf . 
Аналогично поступим с остальными корнями: 

      ,1 3 zizzf   где       izizzz  124
3  и 0)( 33 z  и  

      ,1 4 zizzf   где        izizzz  124
4  и 0)( 44 z . 

Итак iz 13  и iz 14  - нули 1-го порядка (простые нули) 
функции  zf . 

Пример 13. Для функции 2

1

)(
z

ezf
z

  найти изолированные осо-

бые точки, провести их классификацию.  
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Решение. Используем формулу для разложения в ряд Лорана для 
функции 






||...,
!

...
!3!2

1
!

32

0
z

n
xzzz

n
ze

n

n

n
z

. 
Тогда  






















...
!4!3!2

111...
!3!2!1

1)(
2

2

32

22

1 zz
zz

ezzz
z
e

z
ezf

z

 

Главная часть ряда - 





 

zz
e 11

2  и правильная часть — 









 ...

!4!3!2
1 2zze  

Т.к. главная часть конечна, то 0z  является полюсом 2-го порядка. 
Пример 14. Найти изолированные особые точки функции 

 
zz

ezf
z 21

3 


  провести их классификацию.  

Решение. Особой точкой функции является точка 00 z . Чтобы 
определить вид особой точки разложим функцию в ряд Лорана по сте-
пеням z : 

  












zzzn
zzz

zz
ezf

nz 211...
!

...
!2!1

121
33

2

3

 

...
!

...
!4!3

1
!2
1

!1
11 3

23 


n
zz

zzz

n

 




zn
zz

zzzz

n 2...
!

...
!4!3

1
!2
1

!1
121...

3

23  

  
ьчаст правильнаячасть главная

...
!

...
!4!3

1
!1
1

2
5 3

2 


n
zz

zz

n

 

Главная часть ряда Лорана содержит конечное число слагаемых, 
значит 00 z  — полюс. Порядок высшей отрицательной степени  2n  
определяет порядок полюса. Следовательно, 00 z  - полюс кратности 2.  
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Пример 15. Найти особые точки функции  
z

zezf
z

2sin
1

  и опре-

делить их тип. 
Решение. Так как функции   zez z  1  и   zz 2sin  анали-

тичны при всех  z, особые точки функции  zf  определяются нулями 
знаменателя  z .  

Находим нули  z  (корни уравнения 0sin2 z .) Получаем 
kzk    ,...2,1,0 k . Для каждого корня kzk  : 

а) определяем порядок нуля kzk   функции   zz 2sin . Так как 

  0cossin2'   kzzzk   и   02cos2''   kzzk  , то kzk   - нули 2-

ого порядка функции   zz 2sin ; 

б) определяем порядок нуля kzk   функции   zez z  1 . Так 
как   0k  при 0k , точки kzk    ,...2,1k  не являются нулями 
функции  z . 

Но   010 0 z
z ze ,   010 0

'  z
ze  и   00 0

''  z
ze , 

точка 0z  нуль 2-ого порядка функции   zez z  1 . 
Значит в точке 0z  порядок нуля числителя и знаменателя равен 

2, следовательно, 0z  — устранимая особая точка. 
В точках kz    ,...2,1k числитель не равен нулю, а порядок 

нуля знаменателя равен 2, следовательно, точки kz    ,...2,1k  - 
полюсы 2-ого порядка. 

Пример 16.  Определить тип особой точки 0z  функции 

  .1cos3

z
zzf   

Решение. Находим разложение в ряд Лорана функции  zf  в 
окрестности точки 0z , используя табличное разложение для zcos  и 

заменяя в нем  z  на 
z
1 : 

  ...
!6
1

!4
1

!2
...

!6
1

!4
1

!2
111cos 3

3
642

33 





 

zz
zz

zzz
z

z
zzf

 



104 

Главная часть ряда Лорана функции  zf  - ...
!6
1

!4
1

3 
zz

 содер-

жит бесконечное число слагаемых, следовательно, 0z  - существенно 
особая точка функции  zf . 

Пример 17. Для функции 1)(  z
z

ezf  найти изолированные особые 
точки, провести их классификацию.  

Решение. Воспользуемся известным разложением: 

 
     






























0
2

1
1

1
11

1

1!
1...

1!
1...

1!2
1

1
11

n
nn

zzz
z

zn
e

znzz
eeeeezf

 
Т.к. главная часть бесконечна, то 1z  является существенно осо-

бой точкой. 
Пример 18. Найти изолированные особые точки функции 

     iz
izzf




2
1sin3 , провести их классификацию.  

Решение. Особой точкой функции является точка iz 0 . Чтобы 
определить вид особой точки используем разложение функции в ряд 
Лорана по степеням iz  : 

               





















 ...

2!5
1

2!3
1

2
1

2
1sin 53

33

iziziz
iz

iz
izzf

 
 

 
 

   
....

2!12
11...

2!5
1

!32
1

2
часть главная

2212253

2

  










  nn
n

izniz
iz

 
Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число слагае-

мых, значит iz 0  - существенно особая точка.  

Пример 19.  Для функции 2

6cos1)(
z

zzf 
  найти изолированные 

особые точки, провести их классификацию.  
Решение: Особой точкой функции является точка 00 z . Чтобы 

определить вид особой точки используем признак поведения функции в 
особой точке. 

183sin2lim6cos1lim 2

2

020



 z

z
z

z
zz

, значит 00 z  устранимая точка. 
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5.7. Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти области сходимости следующих степенных рядов: 

1.1. 





1

)(
n

nn izn                      [сходится в т. iz  ] 

1.2. 









 

1n

n

in
iz              [сходится во всей плоскости || z ] 

1.3. 


1 3n
nn

n

n
z               [сходится в круге 3|| z ] 

1.4. 














1 1n

n

i
izn                [сходится внутри круга 2||  iz ] 

 
2. Найти радиусы сходимости следующих степенных рядов: 

2.1. 


1
2)!(
)!2(

n

nz
n
n                 



 

4
1R  

2.2. 


1 !
)!(

n

nz
n
in                 



 

e
R 1  

2.3. 





1

)3(
n

nnn zi                 



 

4
1R  

2.4. 






1

2
!

n

nn zen                   

 R  

2.5. 


1
2

n

nn z                  



 

2
1R  

 
3. Выяснить, в каких точках окружности круга сходимости схо-

дятся следующие ряды: 

3.1. 


1n
n

n

n
z                          [во всех] 

3.2. 


2
2lnn

n

nn
z                        [во всех] 
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3.3. 


1
2)!(
)!2(

n

nz
n
n                           



 

4
1z  

4. Определить области сходимости следующих рядов: 

4.1. 






 


01 2
1

n
n

n

n
n n

z
z

 

4.2. 






















01 4
2

n

n

n

n z
z

 

4.3. 






 




11
4 2

)1(
n

n

n

n
n

n

n
z

zn
 

4.4. 













 





01 6
2

)2(
)43(

n

n

n
n

n iz
z

i         [сходится в кольце 6|2|5  iz ] 

 
5. Найти несколько первых членов разложения функции )(zf  в 

ряд Тейлора в окрестности точки 0z . Указать область, в которой 
справедливо это разложение. 

5.1.   .cosln zzf                 

  









2
...,

!6
44

!4
4

2

642 zzzzzf  

5.2.    .1
2

ze
zf 
                








 zzzzzf ...,

2!5
3

2!32
1 2

5

2

3

 

5.3.    .sin1
1

z
zf


             










2
...,

!4
12

!3
51

43
2 zzzzzzf  

5.4.    .cos1ln zzf       













 zzzzzf ...,

290
11

234
2ln 6

6

4

42

 

5.5.   .2zshzf                     







 zzzzzf ...,

!6
32

!4
8 64

2  

5.6.    .sin1ln zzf                  







 zzzzzzf ...,

!4
2

!32

432

 

5.7.    .1
1

zezf                     
















 1,...,

!3
13

!2
31

32

zzzzezf  
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5.8.    .1
1

ze
zf




    
        

















 1,...,

!3
13

!2
31

32

zzzzezf  

5.9.   .
cos

1
z

zf             







 zzzzzf ...,

2!5
3

2!322
1

3

5

3

3

2  

5.10.   .2zchzf               







 zzzzzf ...,

!6
32

!4
81

64
2  

 
6. Разложить в ряд Тейлора функцию  zf  по степеням  z. Указать 

область, в которой справедливо это разложение. 

6.1.    .2
1

z
zf


                   

















 2,

2
1

0
1 zzzf n

n
n

n

 

6.2.    .52
1



z

zf                  







 



 2
5,

5
2

0
zzzf n

n
n

n

 

6.3.    .9/1
1

2z
zf


                     



 





3,3
0

2 zzzf
n

zn  

6.4.    
  .

1
24

3 



z
zzf                 



  





 1,22
1

133 zzzzf
n

nn  

6.5.    
 .65

25
2 



zz

zzf               














 




 1,

3
1

2
1

0
11 zzzf n

n
nn  

6.6.    
 .23

34
2 




zz
zzf                   















 




 1,

2
117

0
1 zzzf

n

n
n  

6.7.  
 

.
2

1
2z

zf


                   
















 2,

2
11

0
1 zznzf n

n
n

n

 

6.8.  
 

.
1

1
2z

zf


                  



 





1,1
0

zznzf
n

n  

6.9.  
 

.
1

1
3z

zf


                        



  





1,21
2
1

0
zznnzf

n

n  

6.10.    
 .22

3
32

2

zzz
zzzf



             





























 1,

2
1

0

2
1 zzzzf

n

nn
n

n
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7. Разложить в ряд Тейлора функцию  zf  в окрестности точки 0z . 

Указать область, в которой справедливо полученное разложение. 

7.1.   ,cos zzf  .
40


z
 
     



















 






 4
,

4!
2/4/cos 2

0

 zz
n

nzf
n

n
  

7.2.   ,zezf  .10 z                 



  





1,1
!

1
0

zz
n

ezf
n

n  

7.3.   ,ln zzf  .10 z                       


















1,11
1

1

zz
n

zf
n

n
n

 

7.4.   ,1
z

zf  .20 z                      



  




 22,2

2
1

0
1 zzzf

n

n
n  

7.5.     ,25
1

z
zf


 .30 z               
















 2

53,3
11

21
0

1 zzzf
n

n
n

nn

 

7.6.    ,34
1

2 


zz
zf .20 z   

              


























32,2
510

1
36

1
0

zzzf
n

n
nn  

7.7.   ,zzf  .20 z  

               
       



























 







22,2
!4

!!321
4

212
2

1

zz
n
nzzf

n

n
n

n

 

7.8.   ,
4

sin 







zzf  .20 z         
    

















2,2
!24

1
0

2
2

2

zz
n

zf
n

n
n

nn  

7.9.     ,31 2zzf  .10 z                      



 







 31,1

2
1

0
2 zznzf

n

n
n  

7.10.   ,
3

1
z

zf  .30 z  

       












 




33,3
!93

23...7411
3

1
1

33
zz

n
nzf n

n
n

n
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8. Разложить в ряды Лорана по степеням  z функции  zf . 

8.1.    .2
1



z

zf                   













































z
z

zz

zf

n
n

n
n

n

n

2,2

,20,
2

0
1

0
1

 

8.2.    .
1

2 zz
zf


               

 















































.1,1

,10,1

0
2

0

1

z
z

zz
zf

n
n

n

nn

 

8.3.    .2
2

2 zz
zf


              

 

 




















































z
z

zz

zf

n
n

nn
n

n

nn

2,21

20,
2

1

0
2

1

0

1

 

8.4.    .
1

24 zz
zf


                    















































.1,1

10,

0
42

0

22

z
z

zz
zf

n
n

n

n

 

8.5.    .3
1

23 zz
zf


                   
















































.3,3

,30,
3

0
3

0
1

2

z
z

zz

zf

n
n

n
n

n

n

 

8.6.    
 .65

32
2 




zz
zzf                




























































 
























.3,23

32,
3

2

2,
3
1

2
1

0
1

0
11

0
11

z
z

zz
z

zz

zf

n
n

nn

n
n

n

n

n

n

n
nn
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8.7.    .34
2

23 zzz
zf




    
       




























































 




























z
z

zz
z

zz

zf

n
n

n

n
n

n

n

n

n
n

3,13

31,
3

1

10,
3
11

0
2

0

1

2

0

1

 

8.8.    .23
1

234 zzz
zf




   
      




























































 
































z
z

zz
z

zz

zf

n
n

n

n
n

n

n

n

n
n

2,12

21,
2

1

10,
2
11

0
2

1

0
1

2

2

0

2
1

 

8.9.    
 .23

32
23 zzz

zzf





     
 

 

 

 





























































































z
z

zz
z

zz

zf

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

2,121

21,
2

11

10,
12

11

0
2

0
1

1

2

0
1

 

8.10.    .45
3

24 


zz
zf     

 

 

 





























































 























,2,411

,21,
4

11

,10,
4
111

0
22

0

2

22

2

0

z
z

zz
z

zz

zf

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n

n
n

n
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9. Разложить функцию  zf  в ряд  Лорана в окрестности ее особой 
точки. 

9.1.   .1sin 







z
zf                     

  
















 z

zn
zf

n
n

n

0,
!12

1
0

12  

9.2.   .2
1
zezf


                        


















z
zn

zf
n

n

n

0,
!
1

0
2  

9.3.   .1cos 







z
zzf                 

  















 z

zn
zf

n
n

n

0,
!2
1

0
12  

9.4.    .1 z
z

ezf                   
  











 





10,
1!

1
0

z
zn

ezf
n

n  

9.5.     .
1

cos 










z

zzf                 
    




















10,
1!2

1
0

2

21

z
zn

zf
n

n

nn   

9.6.    
  .

1
2sin 











z
zzf  

   
   

 
    

















 










10,
1!12

11cos
1!2

11sin
0

12
0

2 z
znzn

zf
n

n

n

n
n

n

 

9.7.    .iz
z

ezf                    
  











 





iz
izn

iezf
n

n

n

0,
!0

 

9.8.   .
2

cos 










z
zzzf   

   
   

 
    

















 















20,
2!2

21
2!2
21

0 0
2

121

12

21

z
znzn

zf
n n

n

nn

n

nn

 

9.    .3 z
z

zezf     
 

 
  




























  











 30,
3!

31
3!
31

0 0

1

1 z
znzn

zf
n n

n

nn

n

nn

 

9.10.    .1
1

2z
zf


  

   



 









,
2

1
0

1

1

n
n

nzzf ,210  z       







 








210,
2

1
0

1

1

zzzf
n

n

n
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10. Найти нули аналитической функции  zf  и определить их по-
рядок. 

10.1.   .sin zzzf          [ 0z  - нуль 3-го порядка] 

10.2.     .12 zshzzf        [ iz  — нули 2-го порядка] 

10.3.   .
2

cos1
2zzzf     [ kz 2  ,...1,0 k  - нули 4-го порядка] 

10.4.     .sin1 2 zzzf   
  [ 1z  -нуль 3-го порядка, kz    ,...2,1k  - нули 1-го порядка] 

10.5.     .sin212 zzezf z   
[ 0z — нуль 3-го порядка, kz    ,...2,1k  - нули 1-го порядка] 

10.6.    .1 chzzzf   
[ 0z  - нуль 2-го порядка, [ kiz 2   ,...2,1k  - нули 2-го порядка] 

10.7.     .2shzzzf           [ 0z  - нуль 6-го порядка] 

10.8.   .sin
3

2

z
zzf      [ kz   ,...2,1k  - нули 2-го порядка] 

10.9.   .ztgzzf      
 [ 0z  - нуль 2-го порядка, kz    ,...2,1k  - нули 1-го порядка] 

10.10.   .
2

z
zshzf 

      
  [ kiz    ,...2,1k — нули 2-го порядка] 

 
11. Определить тип изолированной особой точки 0z  функции 

 zf . 

11.1.   .2sin 3 






z
zzf                 [Существенно особая] 

11.2.    .cos1
2z

zzf 
                 [Устранимая] 

11.3.   .1cos 2
2

z
zzf                    [Существенно особая] 

11.4.    .1
3z

ezf
z 

                 [Полюс 2-го пор] 

11.5.   .
1
zzezf                      [Существенно особая] 
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11.6.    .sin
3z

zzzf 
                         [Устранимая] 

11.7.   .
2

1cos

5

2

z

z

zf










                             [Полюс 1-го порядка] 

11.8.    .21
4

2

z
zezf

z 
           [Полюс 2-го порядка] 

11.9.   .3

2
2

z
ezf

z
                     [Существенно особая] 

11.10.   .
11cos

2z
zzf


















                   [Существенно особая] 

 
12. Найти особые точки функции  zf  и определить их тип. 

12.1.   .

2
1

sin
2ze

zzf
z 

       [ 0z  - полюс 2-го порядка] 

12.2.    .
sin

cos1
2 z

zzf 
                 [ kz    ,...1,0 k  - устранимые] 

12.3.    .1
sin

4 


z
zzf        

[ 1z  - устранимые; iz   - полюса 1-го порядка] 

12.4.    
  .

1cos
23 zz

zzf



    

[ 0z  - устранимая; z - полюс 1-го порядка] 

12.5.    .2
sin

456 zzz
zzf



  

[ 0z  - полюс 3-го порядка; 1z  - полюс 1-го порядка] 

12.6.    .1
 ze

zzf  

[ 0z  - устранимая; kiz    ,...2,1k – полюса 1-го порядка] 
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12.7.     .sin
22 zz

zzzf


     

[ 0z  - устранимая;  z  - полюс 1-го порядка] 

12.8.   .
sin

1
4 z

z
z

zf   

[ 0z  - полюс 4-го порядка; kiz    ,...2,1k  - полюса 1-го порядка] 

12.9.   .

2

cos
2

3











zz

zzf


    

[ 0z  - полюс 2-го порядка;  
2


z  - устранимая] 

12.10.    .2 


z
tgzzf        

[ 0z  - устранимая; 
2


z  – полюс 2-го порядка;  

kz 


2
  ,...2,1k – полюса 1-го порядка] 
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6. ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ  

6.1. Вычет аналитической функции в особой точке 

Пусть функция )(zf  аналитична в области D за исключением 
точки a . Разложим )(zf  в окрестности этой точки в ряд Лорана:   

...)()(...
)()(

...)()( 2
210

1
1

1 








 






 azCazCC

az
C

az
C

az
CazCzf n

n
n

n

k

k
k

(6.1) 

Определение 1. Коэффициент 1C  называется вычетом функ-
ции )(zf  в точке a  и обозначается )(res zf

a
. Если   – произвольный 

кусочно-гладкий замкнутый контур, расположенный в области D и со-
держащий внутри себя точку a , то, согласно общей формуле для коэф-
фициентов ряда Лорана, получаем другое, эквивалентное, определение 
вычета: 

1)(
2
1)(res   Cdttf

i
zf

a


.                                   (6.2) 

6.2. Вычет в устранимой особой точке 

Вычет в устранимой особой точке равен нулю. 

Это следует из определения устранимой особой точки: главная 
часть ряда Лорана отсутствует, все коэффициенты с отрицательными 
индексами равны нулю, 01 C . 

6.3. Вычеты в полюсах  

Теорема 1. Если a  – простой полюс функции )(zf , то 

  )()(lim)(res zfazzf
azaz




.                                (6.3) 

Доказательство. Простой полюс – полюс первого порядка, по-
этому разложение в ряд Лорана начинается с минус первой степени: 

...)()()( 2
110

1 


  azCazCC
az

Czf . 
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Тогда  
....)()()()()( 3

2
2

101   azCazCazCCzfaz . и 
 )()(lim)(res 1 zfazCzf

aza


 . 

Теорема 2. Пусть 
)(
)()(

z
zzf




 , где )(z , )(z  – аналитические в 

окрестности точки а функции. Если а – простой нуль функции )(z , и 

)(a  ≠ 0, то 
)(
)()(res

a
azf

a 



 .   (6.4) 

Доказательство.  Если а – простой нуль функции )(z , и )(a  ≠ 

0, то а – простой полюс функции 
)(
)()(res

a
azf

a 


 . Тогда, по предыду-

щему утверждению,   

  








 az
az

z

az
z
z

z
zazzfazzf

azaz

azaza

)()(
)(lim

)(
)(lim

)(
)()(lim)()(lim)(res 








 

)(
)(

)()(lim

)(lim

a
a

az
az

z

az

az

















 . 

Теорема 3.  Если а – полюс функции )(zf  n-го порядка, то 












 




))()((lim

)!1(
1)(res 1

1

zfaz
dz
d

n
zf n

n

n

aza
.   (6.5) 

Доказательство. Так как точка az   – полюс n-го порядка функ-
ции )(zf , то 

...,)()(...
)()(

)()( 2
2101

1 





 





 azCazCC

az
C

az
CazCzf n

n
n

n

nk

k
k

0nC . 
Для того, чтобы удалить особенность в точке а, умножим )(zf  на 
naz )(  : 

...)()()(...)()()( 1
10

1
11  


nnn
nn

n azCazCazCazCCzfaz .  
Теперь, чтобы убрать первые члены этой формулы и добраться до 

1C , дифференцируем это произведение 1n  раз:  
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1
0

2
121 )()()1(...)(2))()(( nn

nn
n aznCazCnazCCzfaz

dz
d

...)()1( 1  nazCn , 

 


3
1322

2

)()2)(1(...)(232))()(( n
nn

n azCnnazCCzfaz
dz
d

 
...)()1( 2

0  nazCnn , 

 



...)(23)...1(12...)2)(1())()(( 011

1

azCnnCnnzfaz
dz
d n

n

n

 

...)(!)!1( 01   azCnCn , 

11

1

)!1())()((lim 




 Cnzfaz

dz
d n

n

n

az
, 

откуда и следует доказываемая формула. 
Вычет в существенно особой точке находится из разложения 

функции в ряд Лорана. 

Пример 1. Для функции 4

2)cos1()(
z

zzf 
  найти изолированные 

особые точки, провести их классификацию, вычислить вычеты относи-
тельно найденных точек. 

Решение. Эта функция имеет единственную особую точку – 0z . 
Функция zcos1  при 0z  – бесконечно малая второго порядка, 

2)cos1( z  – четвертого, поэтому можно предположить, что существует 
конечный )(lim

0
zf

z
, т.е. 0z  – устранимая особая точка. Доказываем 

строго: 















 4

12
lim)cos1(lim)(lim 4

22

04

2

00 z

z

z
zzf

zzz
0z  – устранимая осо-

бая точка. 
Можно решить эту задачу по-другому. Так как  

)!2(
)1(...

!4!2
1cos

242

n
zzzz

nn
 , то 

22212
4

22142
2

)!2(
)1(...

!4!2
1

)!2(
)1(...

!4!2
)cos1( 







 








 




n
zzz

n
zzzz

nnnn

, то 
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22212

...
)!2(

)1(...
!4!2

1)( 














n
zzzf

nn

. 

Понятно, что разложение этой функции по степеням z  не будет 
содержать членов с отрицательными степенями, т.е. 0z  – устранимая 
особая точка. 

Пример 2. Для функции 2
1

2)(  zezzf  найти изолированные осо-
бые точки, провести их классификацию, вычислить вычеты относитель-
но найденных точек. 

Решение. Особая точка: 2z . Разлагаем функцию в ряд по сте-
пеням 2z . 

  4)2(4)2(2)2( 222  zzzz . 

...
)2(!

1...
)2(!3

1
)2(!2

1
2

11
)2(!

1
32

0

2
1






















n

n
n

z

znzzzzn
e . 

  










 

32
22

1
2

)2(!3
1

)2(!2
1

2
114)2(4)2()(

zzz
zzezzf z







 








 44

2
1)2)(41()2(...

)2(!
1...

)2(!4
1 2

4 zz
znz n  

...
)2(

1
!3

4
!4

4
!5

1
)2(

1
!2

4
!3

4
!4

1
2

14
!2

4
!3

1
32 








 








 








 

zzz
. 

Разложение содержит бесконечное количество слагаемых с отри-
цательными степенями 2z , следовательно, 2z  – существенно осо-
бая точка. 

7
374

!2
4

!3
1)(res 12

 Czf . 

Пример 3. Для функции zzf ctg)(   найти изолированные особые 
точки, провести их классификацию, вычислить вычеты относительно 
найденных точек. 

Решение. Особые точки – те, в которых 0sin z : 
...,3,2,1,0,  kkak  . 

Эти точки являются простыми нулями знаменателя, так как  

01cos)(sin 
 kk azaz

zz . 
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Числитель 0cos ka , поэтому точки ka – простые полюса. Вычеты 

находим по формуле 
)(
)()(res

a
azf

a 



 : 

1
cos
cos

)(sin
cosctgres 




 k

k

az

k

a a
a

z
az

k
k

. 

6.4. Основная теорема о вычетах 

Теорема 4. Пусть функция )(zf  аналитична во всех точках огра-

ниченной замкнутой области D , границей которой является контур L, 
за исключением конечного числа особых точек nzzzz ...,,,, 321 , располо-
женных внутри L.  

Тогда 



n

k z
L

zfidzzf
k1

)(res2)(  . (6.6) 

Доказательство. Окру-
жим каждую особою точку kz , 

nk ...,,2,1  контуром 
}||:{ kkk zzz    таким, что-

бы все контуры лежали в обла-
сти D и не пересекались. В об-
ласти, ограниченной контурами 
L , n ...,,,, 321 , функция ана-
литична, поэтому по теореме 
Коши для многосвязной области 

 
n

dzzfdzzfdzzfdzzf
L 

)(...)()()(
21

. 

Из определения вычета следует 





n

k zzzz
L

zfizfizfizfidzzf
kn 1

)(res2)(res2...)(res2)(res2)(
21


, 

что и требовалось доказать. 
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Пример 1. Вычислить 






 L

dz
zz

z

2

cos


, где L  – квадрат 2||||  yx . 

Обе особые точки подынтегральной функции: 

 01 z  и 
22


z  расположены внутри  

контура L , поэтому 






 







 

 )(res)(res2

2

cos
21

zfzfidz
zz

z
zz

L




. 
Точка 01 z  – полюс первого по-

рядка,  


2

2/
coslim))((lim)(res

001












 z
zzfzzf

zzz
. 

Точка 
22


z  – нуль первого порядка и для числителя, и для зна-

менателя; докажем, что это – устранимая особая точка подынтегральной 

функции. Пусть zt 
2
 , тогда ttz sin

2
coscos 






 
 , и 


2

)2/(
sinlim)(lim

00





 tt
tzf

tz
, конечный предел существует, поэтому, 

действительно, это – устранимая особая точка, и 0)(res
2

zf
z

. По основ-

ной теореме о вычетах iidz
zz

z

zL

4022

2

cos







 







 

 



. 

Пример 2. Вычислить dzez
z

z



3||

2
1

2 . 

Точка 2z  – существенно особая точка подынтегральной функции, 
и, используя разложение по степеням 2z  из примера 2 п.6.4, имеем 

6
374

!2
4

!3
1)(res 12

 Czf , поэтому 

iidzez
z

z 
3

37
6

372
3||

2
1

2 


 . 
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Пример 3. Вычислить dz
izizz

z
z

 3||

2 )5)()(1(
sh . 

Здесь подынтегральная функция 

)5())((
sh

)5)()(1(
sh)( 22 iziziz

z
izizz

zzf





  

имеет две особых точки, расположенных в области, находящейся внут-
ри контура: iz 1  (простой полюс) и iz 2  (полюс второго порядка). 












 izizi iziz

zzfizzf
)5()(

sh))()((lim)(res 2
 

1sin
16
1

32)4()2(
sh
2 









i
ee

ii
i ii

; 

  
















 izizi iziz

zzfizzf
)5)((

sh)()(lim)(res 2

 
























2222 )6()2(
)8)(sh()6)(2)(h(

)5()(
)62(sh)5)((h

ii
iiiiic

iziz
izzizizzc

iz  

36
1cos31sin2

144
sh8ch12 





iii ; 







 






 




 6
1cos

72
1sin17

36
1cos31sin2

16
1sin2

)5)()(1(
sh

3||
2 iidz

izizz
z

z

 . 

6.5. Бесконечно удалённая особая точка 

Будем считать точку z  особой точкой любой аналитической 
функции. Мы определили окрестности этой точки как внешности кругов 
с центром в начале координат: }||{),(   zCzU . Точка z  яв-

ляется изолированной особой точкой аналитической функции )(zfw  , 
если в некоторой окрестности этой точки нет других особых точек этой 
функции. Для определения типа этой особой точки сделаем замену пе-

ременной 
z

z 1
1  , при этом точка z  переходит в точку 01 z , функ-
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ция )(zfw   примет вид )(1
1

1

z
z

fw 







 . Типом особой точки z  

функции )(zfw   будем называть тип особой точки 01 z  функции 
)( 1zfw  . Если разложение функции )(zfw   по степеням z  в окрест-

ности точки z , т.е. при достаточно больших по модулю значениях z

, имеет вид ............)( 10
1

1
1  


 n

nn
n

n
n zCzCC

z
C

z
C

z
Czf , то, 

заменив z  на 
1

1
z

, получим 

 ............)(
11

1
011

1
1111  


 n
nn

n
n

n z
C

z
CCzCzCzCz .  

Таким образом, при такой замене переменной главная и правиль-
ная части ряда Лорана меняются местами, и тип особой точки z  
определяется количеством слагаемых в правильной части разложения 
функции в ряд Лорана по степеням z в окрестности точки 0z . Поэто-
му: 

1. Точка z  – устранимая особая точка, если в этом разложении 
правильная часть отсутствует (за исключением, возможно, члена 0C );  

2. Точка z  – полюс n-го порядка, если правильная часть за-
канчивается слагаемым n

nzC ;  
3. Точка z  – существенно особая точка, если правильная часть 

содержит бесконечно много членов.  
При этом остаются справедливыми признаки типов особых точек 

по значению )(lim zf
z 

: если z  – устранимая особая точка, то этот 

предел существует и конечен, если z  – полюс, то этот предел бес-
конечен, если z  – существенно особая точка, то этот предел не су-
ществует (ни конечный, ни бесконечный).  

Пример 1. Определить тип бесконечно удаленной особой точки 
6235)( zzzf  . 

Функция уже является многочленом по степеням z , старшая сте-
пень – шестая, поэтому z  – полюс шестого порядка.  
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Этот же результат можно получить по-другому. Заменим z  на 

z
z 1

1  , тогда )(531135)( 16
1

6
1

4
1

6
1

2
1

z
z

zz
zz

zf 
 . 

Для функции )( 1z  точка 01 z  – полюс шестого порядка, поэто-
му для )(zf  точка z  – полюс шестого порядка. 

Пример 2. Определить тип бесконечно удаленной особой точки

1
1

)(  zezf .  
Для этой функции получить разложение по степеням z  затрудни-

тельно, поэтому найдём )(lim zf
z 

: 1)(lim 01
1lim

1  



 eezf z
z

z ; предел суще-

ствует и конечен, поэтому точка z  – устранимая особая точка. 

6.6. Вычет функции в бесконечно удалённой особой точке  

Для конечной особой точки a   dttf
i

zf
a 


)(

2
1)(res , где   – кон-

тур, не содержащий других, 
кроме a , особых точек, про-
ходимый так, что область, им 
ограниченная и содержащая 
особую точку, остаётся слева 
(против часовой стрелки). 
Определим )(res zf


 анало-

гичным образом: 

 dttf
i

zf 






)(

2
1)(res ,  

(6.7)  где   – контур, огра-
ничивающий такую окрестность ),( rU   точки z , которая не содер-
жит других особых точек, и проходимый так, что эта окрестность оста-
ётся слева (т.е. по часовой стрелке). Таким образом, все остальные (ко-
нечные) особые точки функции должны находиться внутри контура  . 
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Изменим направление обхода контура  :  
 

dzzfdzzf )()( . По ос-

новной теореме о вычетах 



k

j z
zfidzzf

j1
)(res2)( 



, где суммирование 

ведётся по всем конечным особым точкам. Поэтому, окончательно, 





k

j zj
zfzf

1
)(res)(res , т.е. вычет в бесконечно удалённой особой точ-

ке равен сумме вычетов по всем конечным особым точкам, взятой с 
противоположным знаком. Как следствие, имеет место теорема о 
полной сумме вычетов: если функция )(xfw   аналитична всюду в 
плоскости C , за исключением конечного числа особых точек

nzzzz ...,,,, 321 , то сумма вычетов во всех конечных особых точках и вы-
чета в бесконечности равна нулю.  

Отметим, что если z  – устранимая особая точка, то вычет в 

ней может быть отличен от нуля. Так для функции 
z

zf 1)(  , очевидно, 

1)(res
0

zf ; 0z  – единственная конечная особая точка этой функции, 

поэтому 1)(res)(res
0




zfzf , несмотря на то, что 0)(lim 


zf
z

, т.е. 

z  – устранимая особая точка. 

6.7. Практическое занятие 6 

Пример 1. Вычислить вычет функции 
2

2

z
z  относительно точки 

2z . 

Решение. Точка 2z  является простым полюсом функции 
2

2

z
z . 

Следовательно, в соответствии  )()(lim)(res zfazzf
aza




 имеем: 

4
2

)2(lim2;
2

res
2

2

2



















  z

zz
z
z

z
. 
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Пример 2. Вычислить вычет функции 
zsin

1  относительно точки 

0z . 

Решение. Точка 0z  является простым полюсом функции 
zsin

1 , 

так как для функции zsin  эта точка является простым нулем. Следова-
тельно: 

1
sin

1lim0;
sin

1res
0











 z
z

z z
. 

Пример 3. Найти вычет функции 3)1)(3(
)(




zz
ezf

z

 в ее изоли-

рованных особых точках. 
Решение.  

а). Точка 3z  – полюс первого порядка, поэтому по формуле 

 )()(lim]);([res 00
0

zfzzzzf
zz




 имеем 

3
3333 64

1
)1(

lim)3(
)1)(3(

lim]3);([res 








 e

z
ez

zz
ezf

z

z

z

z
. 

б). Точка 1z  – полюс первого порядка, поэтому по формуле 












 




))()((lim

)!1(
1]);([res 01

1

0
0

zfzz
dz
d

n
zzf n

n

n

zz
 имеем 

































 213

3

2

2

1 )3(
)2(lim

!2
1

)3()1(
)1(lim

!2
1]1);([res

z
ze

dz
d

zz
ze

dz
dzf

z

z

z

z
 

64
5

)3(
)54(lim

!2
1

3

2

1

e
z

zzez

z








. 

Пример 4. Найти вычет функции 2
1

)(  zezf  в ее изолированных 
особых точках. 

Решение. 2z  – единственная особая точка функции )(zf . Раз-
ложим )(zf  в ряд Лорана в окрестности точки 2z : 




















0
32

2
1

)2(!
1...

)2(!3
1

)2(!2
1

2
11)(

n
n

z

znzzz
ezf . 
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Поскольку главная часть ряда Лорана содержит бесконечное чис-
ло членов, 2z  – существенно особая точка функции )(zf . По форму-
ле имеем: 

1]2);([res 1  Czf . 

Пример 5. Для функции )(zf  найти изолированные особые точ-
ки, провести их классификацию, вычислить вычеты относительно 
найденных точек.  

a) 
zz

ezf
z 21)( 3 


 ; 

б) 2

6cos1)(
z

zzf 
 ; 

в) 
)(2

1sin)()( 3

iz
izzf


 . 

Решение. 

а). Особой точкой функции является точка 00 z . Чтобы опреде-
лить вид особой точки, разложим функцию в ряд Лорана по степеням z : 














zzzn
zzz

zz
ezf

nz 211...
!

...
!2!1

121)( 33

2

3

 




zzn
zz

zzz

n 21...
!

...
!4!3

1
!2
1

!1
11

3

3

23  




zn
zz

zz

n 2...
!

...
!4!3

1
!2
1

!1
1 3

2
  
ьчаст правильнаячасть главная

...
!

...
!4!3

1
!1
1

2
5 3

2 


n
zz

zz

n

 

Главная часть ряда Лорана содержит конечное число слагаемых, 
значит 00 z  – полюс. Порядок высшей отрицательной степени  2n  
определяет порядок полюса. Следовательно, 00 z  – полюс кратности 2. 

Вычет найдем, используя формулу 1)(Re
0




Czfs
zz

, тогда 
2
5)(Re

0



zfs

z
. 

б). Особой точкой функции является точка 00 z . Чтобы опреде-
лить вид особой точки, используем признак поведения функции в осо-
бой точке. 
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183sin2lim6cos1lim 2

2

020



 z

z
z

z
zz

, значит 00 z  устранимая точка и, 

следовательно   0res
0




zf
z

. 

в). Особой точкой функции является точка iz 0 . Чтобы опреде-
лить вид особой точки используем разложение функции в ряд Лорана по 
степеням iz  : 

    


iz
izzf

2
1sin)( 3

 

         












 ...

2!5
1

2!3
1

2
1

53
3

iziziz
iz

 
    








  ...

2!12
11 12n

n

izn
 

 
 

 
   

....
2!12

11...
2!5

1
!32

1
2

часть главная

2212253

2

  










  nn
n

izniz
iz  

Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число слагае-
мых, значит iz 0  – существенно особая точка. Тогда 0)(Re 1  


Czfs

iz

, т.к. коэффициент при 
iz 

1  равен нулю. 

Пример 6. Вычислить интегралы, используя теорему Коши о вы-
четах:  

а) 
 

 21
31

sin

z zz
dzz ; 

б) 
  2

22

cos

z z
dzzz . 

Решение.  
а). Подынтегральная функция имеет внутри контура интегрирова-

ния две особые точки 0z  и 1z .  Тогда 







 

 
 )(Res)(Res2

)1(
sin

10
3 zfzfi

zz
dzz

zzL

 .  

Определим вид особых точек и найдем в них вычеты.    
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1
)1(

sinlim 30


 zz
z

z
, следовательно 0)(Res

0



zf

z
.     


 31 )1(

sinlim
zz

z
z

, следовательно 1z  – полюс. 

Так как 1)1(
)1(

sinlim 3
31




z
zz

z
z

, то 1z  – полюс  порядка 3n . 























 z

z
zz

zz
z

zfs
zzz

sinlim
!2

1
)1(

sin)1(
d
dlim

)!13(
1)(Re

13
3

2

2

11
 








 


 21

sincoslim
!2

1
z

zzz
z

   








 
 4

2

1

sincos2cossincoslim
!2

1
z

zzzzzzzzz
z

 








 


 3

2

1

sin2cos2sinlim
!2

1
z

zzzzz
z 2

1cos21sin  . 

Таким образом, 
 

 1cos21sin
2

1cos21sin2
1

sin
3 






 


 ii

zz
dzz

L

 .  

б). Подынтегральная функция имеет внутри контура интегрирова-
ния две особые точки z  и z . Тогда 







 

 
 )(es)(es2cos

22 zfRzfRi
z

dzzz
zzL 




.  

Так как z  и z  – полюсы первого порядка, то для вычис-

ления вычетов применим формулу
)(
)()(Re

0

0

0 z
zzfs

zz 






, где zzz cos)(  , 

22)(   zz ,  zz 2)(  . 

2
1

2
cos)(Re 

  zz z
zzzfs ,  

2
1

2
cos)(Re 

  zz z
zzzfs . 

Таким образом, ii
z

dzzz

L




2
2
1

2
12cos

22 





 

 .  

Пример 7. Вычислить интеграл 
 2|| )1(z

z

zz
dze  с помощью вычетов. 
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Решение. В области 2|| z  функция 
)1(

)(



zz
ezf

z

 аналитическая 

всюду, кроме точек 0z , 1z . В соответствии с теоремой о вычетах 

])1);([Res]0);([Res(2
)1(2||

zfzfidz
zz
e

z

z






 . 

Точки 0z , 1z  – полюсы первого порядка. Поэтому 

1
)1(

lim]0);([Res
0















z

zz
ezf

z

z
. 

ez
zz
ezf

z

z















)1(

)1(
lim]1);([Res

1
. 

)1(2
)1(2||






ei
zz
dze

z

z

 . 

Пример 8. Вычислить интеграл dz
z

z
z

 1|| 4

ctg


 с помощью вычетов. 

Решение. Подинтегральную функцию 



z

zzf
4
ctg)(  запишем в 

виде: 

zz
zzf
sin)4(

cos)(


 . 

Найдем особые точки. Знаменатель данной функции zz sin)4(   

обращается в ноль в точках 





1z , nz 2 , ...),2,1( n . Эти особые 

точки будут простыми полюсами, так как 1ctg,1 



z , а для 

0sin,2  nnz  , но для 0cos)(sin   nz nz  . 
Внутри области 1|| Z  будет два полюса первого порядка. Тогда 

по теореме Коши имеем: 

















 )(Res)(Res2

-4
ctg

0Z
4

Z 21

zfzfidz
z

z

L





. 

4
1

)4(
ctg)(Res

4
Z

4
Z1






 z

zzf . 
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 1
)(sin

4
cos

)(Res
0Z0Z2





 z

z
z

zf . 







 


 




1
4
12

4
ctg

1||

idz
z

z

z

. 

6.8. Задания для самостоятельного решения 

1. Найти вычеты функции )(zf  в ее изолированных особых точ-
ках. 

1.1. 







z
zzf 1sin)( .             0)(

0



zfres

z
 

1.2. 3

cos1)(
z

zzf 
 .              



 

 2
1)(

0
zfres

z
 

1.3. 2
1

3)( zezzf  .               



 

 2
1)(

0
zfres

z
 

1.4. 
z

zzf
sin

)(  .         ...,2,1()1()(;0)(
0




kkzfreszfres k

kzz



 

1.5. zzf 2tg)(  .                ...,2,1(0)(
)12(




kzfres
kz 

 

1.6. 2)2)(1(
)sin()(



zz
zzf  .                   



 

 3
)(;0)(

21

zfreszfres
zz

 

1.7. 
)1(

1)( 2 



zz

ezf
z

.             1)(;1)( 1

10
 


ezfreszfres

zz
 

1.8. 32 )1()2(
)(




zz
zzf .           



 

 27
2)(;

27
1)(

12
zfreszfres

zz
 

1.9. 
z

ezf
z2
2

)(  .              1)(
0




zfres
z

 

1.10. 













4

sin)( 2
3 zz

zzf


.              














2)(;4)(

4
0

zfreszfres
zz 
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2. Вычислить интегралы с помощью вычетов. 

2.1. 
1||

1
3

z

z dzez .                     




12

i  

2.2. 








 

1|1|

11sin
z

dz
z

.                       1cos2 i  

2.3. 
 2||

2 1z z
dz .                 0  

2.4. 




2
1||

3

)1ln(

z

dz
z

z .                     i  

2.5. 


2

2ctg
z

zdz .                       i3  

2.6. 
 



3|3|
4

5

16
8

iz

dz
z

zz .                   i3  

2.7. 
 1|| siniz

z

dz
zz

e .                       i2  

2.8. 
 



3|2|
22

2 1cos

z

dz
z

z


.                        i2  

2.9. 
 



3|2|
2

2

)(
1cos

z

dz
z

z


.                         0  

2.10. 



2
5||

22 )3)(2(
z

zzz
dz .                





675
26 i  
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7. ЗАДАНИЯ  
ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНОЙ  

САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

1. Вычислить, результат представить в алгебраической фор-

ме: 

1).  12)1( i   2).  
3

21
21










i
i   3).  

3

2
35,0 







 i  

4).  15)3( i  5).  
100

22
3











i   6).  
8

22
1







 

i  

7).  
12

12
3








  i  8).  322 i   9).  10)1( i   10). 6)1( i  

Найти корни уравнения: 

11).  016 z   12).  013 z   13).  083 z    
14).  014 z   15).  013 z   16).  083 z  
17).  0273 z   18).  0273 z   19).  0164 z    
20).  0164 z  

Найти модуль и аргумент комплексного числа: 

21).  iz 31   22).  
i

z



1

22   23).  
i

z
31

2


   

24).  iz  1   25).  iz  3   26).  
i
iz





1
1  

27).  iz 31   28).  
i

z



1

33  
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2. Установить множество точек комплексной плоскости, удо-
влетворяющих данным условиям: 
1).  1 Im||  zz   2).  6|2||2|  zz   3).  5|43|  iz  

4).  3|2||2|  zz  5).  1)2Re(0  iz    6).  11Re 







z
 

7).  2)Im( 2 z  8).  4|21|2  iz   9).  3|3||1|  zz  

10). 
2

arg
4


 z  11). 3|1|,1|1|  iziz   

12). 
2

)2arg(
6


 iz  13). 3Re;21  zzz  14). 3Re0,1|2|  zz  

15). 4)Re( 2 z   16). 4||||  iziz  17). 6|5||5|  zz   

18). 2||1  iz   19). 2||0  iz   20).   1Re 2 z  

21). 
2
11Im 








z
  22). 4zz    23). 1|1|,1|1|  zz   

24). 1Re0,2||  ziz  25). 4Im0,4||  ziz  

26). 2||;1||  ziz  27). 22)Re( az    28). |2|||  ziz  
 
3. Найти действительную и мнимую часть функции )(zf  

комплексного переменного и выяснить, является ли она аналити-
ческой.  

1).  2Imzz   2).  ||4 zz   3).  
z
z

   

4).  zz Re   5).  zz 43    6).  zz 2Re   
7).  432 2  zz  8).  zcos   9).  2Re zz    

10).
2

z    11). zz Im   12). zz 43   
13). || zz   14). 153 2  zz  15). 22 ziz     

16). 2Imzz   17).
z
1

    18). z2cos  

19). 143  izz  20). )1Re(2  zz  21). ze     

22). shz    23). ze4    24). ||2 zz  
25). )3Im(2  zz  26). )1Im( 2  zz  27). chz     

28). izz 2   29). zz 53    30). 24  zsh  
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4. Восстановить аналитическую функцию ivuzf )(  по из-

вестной ее действительной или мнимой части: 

1).  xyxv  22 22   2).  23 3xyxu   

3).  yeu x sin2    4).  yxv   

5).  xxyv 32     6).  yev x cos2  

7).  xyyxu  22   8).  yxyxu  322  

9).  xyxu 222    10). 22 yx
xu


    

11). xxyv 32     12). y
yx

xu 222 


  

13). xyyu 2    14). 22 yxxv   

15). yxev  sin    16). yeu x sin1  

17). xeyv y sin   18). xeu y cos  

19). 323 yyxv     20). 221
yx

yv


  

21). xev y sin    22). 1222  xyxu  

23). yev x cos    24). 133  yxu  

25). x
yx

xu 


 22   26). 22)1( yx
yv


  

27). yxyv  3    28). xxeu y   cos  

29). 1222  xyxv   30). 22 yxu   
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5. Вычислить интеграл: 

1).  dzzi )21(   по линии xy  , соединяющей т. izz  1,0 21 . 

2).  dzzi )21(   по параболе 2xy  , соединяющей т. izz  1,0 21 . 

3).  dzzi )21(   по ломаной 321 ,, zzz , где т. 1,1,0 321  zizz . 

4).  dzz ||  по отрезку прямой, соединяющей т. izz  1,0 21 . 

5).  dzzz
C

)23( 2   , где C  – отрезок от т. iz  11  до iz 12 . 

6).  
 1||

2 9
cos

z z
dzz   7).   C

z

izz
dze

)2(
, где C  – круг радиусом 2 

8).  



2
1|1|

2 1
z

z
dz   9).  




2
1||

2 1
iz

z
dz   10). 




2
1||

2 1
iz

z
dz  

11). 
 2||

2 1z z
dz   12). 




2
1|1|

3)1(
z

z
dz   13). 

 ||
3)(z

z

iz
dzze  

14). 



2
1|1|

2 )1()2(
z

zz
chzdz  15). 

 2||
3)(z

z

iz
dze   16). dz

z
z

z

 



3|2|
22

2 1cos


 

17). dz
izz
z

z

 



1|| )3(
sin2   18). 

 


2|| )1(
2

z

z

zz
e   19). 

 


1|1| )1(
)3(

z

z

zz
dzze  

20). 
 1|1|

22 )1(
sin

z z
zdz   21). 

 2|2|
2 )3()2(z zz

dz  22). 
 3||

4)(z

iz

iz
dze  

23). 
 2||

2 1
sin

z z
zdz   24). 

 2||
2

2

)(z

z

iz
dze   25). 






2
3||

2 )2()1(
)2(

z
zz
dzz  

26). 
 2||

2 34z zz
zdz   27). 

 2||
23 4z zz

dz   28). 
 4||

3
z zz

dz  

29). 
 3||

2 5z

z

zz
dze   30). 

 2||
2 34

3

z zz
zdz  
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6. Вычислить интеграл с помощью вычетов: 

1).  
 2||

2 1z z
dz   2).  





3|1|

1
1

z

z dzze
 

 3).  
 2|| )1(z

z

zz
dze   

4).  dze
z

z




3||

1
1

   5).  
 1||

2

3

14z z
dzz   6).  dz

zz
z

z

 3||

2 )2()1(
 

7).  dz
z

z

z

 1|1|

2 1
2

sin

  8).  
3||

2

1sin
z

dz
z

z   9).  dz
z

z

z

 2||

2

2

1
sin   

10). 
1||

3
z

dz
z

chz .  11). 
 4||

2 65z zz
zdz . 12). 

 2||
22

2

)9(iz zz
dze . 

13). 




2||
3

2 1cos

z

dz
z
z . 14). 

 2|| 2
2sin

z z
.  15). dz

z
z

z

 3|| 2

1sin . 

16). 
 2|| 1iz

ze
dz .  17). 

 3||
35

z zz
dz .   18). 

 1||
2 )2(
cos

z zz
zdz . 

19). 
 2|| 1

cos
z

dz
z
 . 20). 





1||
3

1
2

z

z

dz
z

e .  21). zdz
z

2||

tg . 

22). 
 4|1| 3z

ze
z .  23). 

 2||z

z

iz
dze .  24). 

 1||
34

z

z

zz
dze . 

25). 
1||

2

1cos
z

dz
z

z .  26). 
 2||

4)1(
2sin

z z
zdz .  27). 

 2||
2 )1(z zz
dz . 

28). 
2||

1
5

z

z dzez .  29). 
 2||

2 )3()1(z zz
zdz . 30). 

1||

2
3 2

z

z dzez . 
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