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АНАЛИТИЧЕСКИЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭНЕРГОСИЛОВЫХ 
ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССА ИЗМЕЛЬЧЕНИЯ В ВАЛКОВЫХ ДРОБИЛКАХ  

С РИФЛЕНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ БАНДАЖЕЙ 

Предложен аналитический способ определения энергосиловых параметров процесса дробле-
ния в валковой дробилке с рифленой поверхностью бандажей валков. На основании формулы 
Ньютона — Лейбница и теоремы Лагранжа о среднем значении функции на ее отрезке анали-
тически обоснована зависимость усилия дробления с учетом функции распределения материала 
по рабочей поверхности рифленого бандажа валка на дуге захвата куска материала. Обоснова-
но значение фактической площади контакта, учитывающее условия контактного взаимодей-
ствия куска материала с поверхностью валика сетки бандажа валка при его перемещении в ра-
бочем пространстве на дуге очага деформации. Предложены зависимости для определения ре-
зультирующих сил при дроблении материала с учетом зависимости распределения материала 
по рабочей поверхности валков и рифлей на дуге захвата, окружной и нормальной сил на по-
верхности валиков сетки бандажей, а также результирующих сил, включающих в себя силы, 
возникающие при дроблении о рабочую поверхность бандажей и рифлей. 

Ключевые слова: дробление, валковая дробилка, рифленый валок, площадь контакта, усилие 
дробления, окружная сила, нормальная сила. 

Проблема и ее связь с научными и 
практическими задачами. Валковые 
дробилки [1–3] применяются для мелкого 
и среднего дробления материалов с раз-
личными физико-механическими свойст-
вами, реализуемого за счет наложения на 
дробимый кусок материала сжимающих 
воздействий, возникающих между рабо-
чими поверхностями бандажей [3–5]. 

На металлургических предприятиях для 
фракционной подготовки различных видов 
твердого топлива, используемого в агло-
мерационном процессе, наибольшее рас-
пространение получили четырехвалковые 
дробилки [3–5]. При этом качество дроб-
леных каменных углей и кокса, зависящее 
от многочисленных факторов, существен-
но сказывается на удельном расходе дан-
ного сырья в процессе спекания агломера-
та, производительности процесса, качестве 
и прочностных характеристиках готового 
аглоспека, а также количестве вредных 
выбросов в атмосферу [4–6]. 

Четырехвалковые дробилки (типа ДЧГ), 
получившие наибольшее распространение в 

условиях агломерационного производства, в 
достаточной степени отвечают требованиям, 
предъявляемым технологическими усло-
виями процесса подготовки сырья [1, 5]. 
Однако в процессе дробления материала в 
валковых дробилках возникают дополни-
тельные энергозатраты, связанные с попа-
данием в рабочее пространство кусков 
размерами, превышающими допустимые; 
при этом не обеспечивается условие захва-
та материала валками и происходит их 
проскальзывание относительно поверхно-
сти бочки [5]. В данных условиях разру-
шение большей части куска осуществляет-
ся за счет истирания, а не раздавливания, 
что приводит к перенасыщению продукта 
частицами мелкодисперсной фракции, а 
также вызывает интенсивное изнашивание 
рабочей поверхности валка. 

Для повышения эффективности процес-
са дробления материала в четырехвалко-
вых дробилках применяют машины ком-
бинированного типа, где на рабочую по-
верхность верхних валков наносят сетку, 
состоящую из продольных и поперечных 
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валиков (рифлей) [6, 7]. Это позволяет ре-
ализовать условие захвата кусков материа-
ла размерами, превышающими верхний 
предел фракции, при котором обеспечива-
ется их захват в рабочее пространство 
гладкими валками. При этом рабочую по-
верхность бандажей нижней пары валков 
оставляют гладкой. 

Энергосиловые показатели дробильно-
измельчительного оборудования опреде-
ляются следующими параметрами: усили-
ем дробления, возникающим при дефор-
мации и разрушении материала в процессе 
измельчения; крутящим моментом, зави-
сящим от момента сопротивления, возни-
кающего на валу исполнительного органа, 
а также потребной мощностью привода, 
обеспечивающей устойчивую работу дро-
бильной машины. 

Ранее весьма детально затрагивался во-
прос определения энергосиловых показа-
телей валковых дробилок с гладкими вал-
ками. В данном направлении проводилось 
большое количество исследований, ото-
браженных в научных работах [2–4, 8–12]. 

При использовании рифленой поверх-
ности бандажей валков существенно ме-
няются условия контактного взаимодейст-
вия массива материала с поверхностью 
бандажей в рабочем пространстве валков. 
В данном случае в системе сил, дейст-
вующей на валок, возникают тангенциаль-
ные и радиальные составляющие от силы 
дробления при взаимодействии материала 
с рабочей поверхностью валиков рифлено-
го бандажа. 

Исходя из вышесказанного, зависимо-
сти, предложенные в научных работах [2–4, 
8–12], не могут быть использованы для 
определения основных энергосиловых па-
раметров процесса дробления материала 
валковыми дробилками с рифленой по-
верхностью бандажей, что, в свою оче-
редь, не дает возможности определить ра-
циональные конструктивные и технико-
технологические параметры отдельных 
узлов и механизмов валковой дробильной 
машины комбинированного типа. 

Поэтому изучение самого процесса из-
мельчения материала и анализ его основ-
ных параметров с целью повышения каче-
ства фракционной подготовки сырья и эф-
фективности дробильных машин является 
актуальным и значительно влияет на пока-
затели процесса агломерации железоруд-
ных материалов. 

Постановка задач. Задачами данного 
исследования является математическое 
моделирование взаимодействия массива 
материала с рабочей поверхностью валка в 
процессе его дробления и определение ос-
новных энергосиловых параметров про-
цесса дробления каменно-рудных мате-
риалов в валковой дробилке с рифлеными 
валками аналитическим методом: силы 
дробления с учетом зависимости распре-
деления материала по рабочей поверхно-
сти валков и рифлей на дуге захвата; ок-
ружной (тангенциальной) и нормальной 
(радиальной) сил на поверхности валиков 
сетки бандажей, возникающих при взаи-
модействии с порцией сырья; результи-
рующих сил, включающих в себя силы, 
возникающие при дроблении о рабочую 
поверхность бандажей и рифлей. 

Изложение материала и его результа-
ты. Для математического моделирования 
процесса дробления материала при кон-
тактном взаимодействии куска измельчае-
мого материала с рабочей поверхностью 
рифленых бандажей валков в процессе 
дробления необходимо принять следую-
щие допущения: 

– материал измельчаемой частицы мате-
риала — однородный, сплошной, изотроп-
ный и физико-механически линейный (при 
этом обладающий максимально возмож-
ными прочностными характеристиками); 

– отдельный кусок дробимого материа-
ла условно представляется в виде шара; 

– контактирующие поверхности валка и 
куска материала предполагаются совер-
шенно гладкими; 

– кусок материала при контактном взаи-
модействии с поверхностями рифленых 
верхних валков воспринимает равнознач-
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ные нагрузки от пары валков и при этом не 
вращается относительно своей оси сим-
метрии. 

Схема контактного взаимодействия 
дробимого куска материала 2 с поверхно-
стью валка 1 и валиков сетки 3 представ-
лена на рисунке 1. 

При определении различных энергоси-
ловых параметров процесса дробления в 
валковых дробилках с рифлеными валками 
в процессе контактного взаимодействия с 
порцией измельчаемого материала в рабо-
чем пространстве необходимо в первую 
очередь определить силы, действующие на 
валок. Для этого предложена математиче-
ская модель, основанная на уточненной 
методике определения энергосиловых па-
раметров процесса измельчения в валко-
вых дробилках [12]. 

Для адаптации данной методики [12] в 
условиях процесса дробления материала в 
дробилке с рифлеными валками рассмот-
рим процесс измельчения как динамиче-
скую систему, в которой возникает сила 

дробления дрF  и сила трения материала 

трF  о поверхности бандажа и валиков. 
На первом этапе математического мо-

делирования определим силы, возникаю-
щие при контактном взаимодействии сы-
рья с рабочей поверхностью валиков в 
процессе его измельчения. Для этого рас-
смотрим расчетную схему сил (рис. 1, 
вид А), возникающих при дроблении ма-
териала о рифли сетки валка (рис. 2). 

Представим элементарную силу дрF , 
действующую на элементарную поверх-
ность валика валка дробилки, как произве-
дение давления (напряжения), возникаю-
щего в материале при его разрушении 
(прямо пропорционально зависящее от 
предела прочности материала), и площади 
элементарной площадки контакта мате-
риала с валиком сетки кS  

 ,кмдр SF    (1) 

где м  — предел прочности дробимого 
материала на сжатие, МПа. 

 

Рисунок 1 Расчетная схема для определения условий контактного взаимодействия материала  
с поверхностью бандажей и валиков сетки при его измельчении в рабочем пространстве 

валковой дробилки с рифлеными валками 



ISSN 2077-1738. Сборник научных трудов ГОУ ВО ЛНР «ДонГТИ» 2020. № 20 (63) 

МАШИНОСТРОЕНИЕ И МАШИНОВЕДЕНИЕ 

 96 

 

Рисунок 2 Схема сил, возникающих 
при дроблении материала о рифли валка 

При этом площадь элементарной пло-
щадки контакта определяется как 

 ,дкк LBS   (2) 

где кB  — ширина элементарной пло-
щадки контакта порции материала с по-
верхностью валика валка дробилки, м; 

дL  — длина элементарной дуги захвата 
материла в зоне очага деформации мате-
риала, м 
 ,1kвд rL   (3) 

где вr  — радиус валика сетки бандажа, м; 

1k  — элементарный угол на дуге захва-
та, рад. 

При этом сила трения материала об 
элементарную площадку поверхности ва-
лика, возникающая при дроблении, опре-
деляется как 

 ,дрмтр FF    (4) 

где м  — коэффициент трения дробимо-
го материала по материалу бандажа валка. 

В этом случае систему сил, возникаю-
щих при дроблении и действующих на по-
верхность валика бандажа валка в под-
вижной системе координат x Oy  , ориен-
тированных относительно центра враще-
ния валка (рис. 2), можно представить как 
проекции сумм элементарных сил на эле-
ментарных площадках на осях x  и y   на 

длине дуги контактного взаимодействия 
материала с поверхностью валика, на ко-
торой происходит процесс разрушения ма-
териала. При этом предполагаем, что вза-
имодействие происходит на поверхности 
валка в секторе от основания валика до его 
вершины и в первом приближении соот-

ветствует углу 
2
  

 
 

 

2
1 1 1

0

2
1 1 1

0

cos sin ;

cos sin ,

x x

k м k k

y y

м k k k

F F

p

F F

p





   

   

  


  
   


  






 (5) 

где p  — удельная сила на площадке 
контакта, Н 

 .вкм rBp   (6) 

Для определения средней величины 
суммы проекций сил на осях x  и y   вос-
пользуемся формулой конечных прираще-
ний (теоремой Лагранжа о среднем значе-
нии функции [13]). На основании резуль-
татов аналитического решения фор-
мул (5, 6) с использованием данного мето-
да зависимости для определения среднего 
значения составляющих сил yxF ,  (в про-
екциях на координатные оси) будут вы-
глядеть следующим образом 
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При дальнейшем определении силовых 
параметров процесса дробления материала 
о поверхность валика (при разрушении 
порции материала), исходя из характера 
распределения нормальных и касательных 
сил по поверхности рифлей в подвижной 
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системе координат x Oy  , необходимо оп-
ределить угол, характеризующий точку 
приложения равнодействующей силы от 
удельной силы в процессе деформации ма-
териала рифлями для тангенциальной и 
нормальной сил — их условные «центры 
тяжести» поверхности контакта (рис. 3). 

Для дальнейшего моделирования необ-
ходимо определить углы положения «цен-
тров тяжести» в подвижной системе коор-
динат x Oy  : 

– для тангенциальной силы xF  
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– для нормальной силы yF  
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Решение зависимостей (9, 10) с помо-
щью численных методов дает следующие 
результаты: 

– для окружной составляющей сил 
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– для нормальной составляющей сил 
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На следующем этапе моделирования 
необходимо определить условия распреде-
ления порции материала по поверхности 
валков. 

 

Рисунок 3 Положение сосредоточенных 
нормальных и касательных сил  

на поверхности валика в подвижной системе 
координат 

Для определения ширины элементарной 
площадки контакта материала с поверхно-
стью валика бандажа кB  необходимо ис-
пользовать методику, предложенную в ра-
боте [12]. 

Для четырехвалковых дробилок комби-
нированного типа необходимо учитывать 
условия, определяющие порцию дробимо-
го материала, загружаемую в рабочее про-
странство верхних валков, которая не мо-
жет превышать пропускную способность 
нижних валков (в том числе дробилки в 
целом). 

При этом условии ширину элементар-
ной площадки контакта материала с по-
верхностью валика в плоскости межвалко-
вого зазора («плоскость выгрузки» мате-
риала) верней пары можно определить 
следующим образом 

 ,Bрабк kBB   (13) 

где рабB  — рабочая ширина поверхно-
сти контакта материала с бандажами ниж-
ней пары валков в плоскости межвалкового 
зазора с предельно допустимой пропускной 
способностью дробилки, м [12]; Bk  — ко-
эффициент, учитывающий отношение ши-
рины элементарной площадки контакта ма-
териала с рабочей поверхностью бандажей 
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верхних и нижних валков с учетом пропуск-
ной способности дробилки, скорости вра-
щения валков, величины межвалкового за-
зора и объема материала, вытесняемого ва-
ликами сетки из массива, находящегося в 
рабочем пространстве дробилки, который 
определяется из следующего уравнения 

,
2

22

.. 

 рабвв
вквврабнн

Brn
BnbBnb  (14) 

где нn  — число оборотов нижней пары 
валков дробилки, об/мин; нb  — межвал-
ковый зазор нижней пары, м; вb  — меж-
валковый зазор верхней пары, м; 2  — 
угол между центрами окружностей сосед-
них валиков сетки бандажей (шаг вали-
ков), рад [6]; вn  — число оборотов верх-
ней пары валков, об/мин. 

Тогда коэффициент, определяющий от-
ношение рабочей ширины площадки кон-
такта материала в плоскости межвалкового 
зазора верхнего валка к той же ширине 
нижнего, 

 
2 2

2

2
.в в н н

B
в в

n r b nk
b n

 



  (15) 

Учитывая вышесказанное и используя 
свойство аддитивности площадей (форму-
ла Ньютона — Лейбница), интегрируемых 
на одном и том же отрезке функции [13], 
контактная площадь материала с рабочей 
поверхностью бандажей в первом прибли-
жении на основании методики, предло-
женной в работе [12], определяется как 
определенный интеграл от зависимости 
ширины элементарной площадки на длине 
дуги очага деформации 
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где вR  — радиус рабочей поверхности 
бандажа валка (радиус впадин рифлей); 

в.1  — угол сектора очага деформации в 
рабочем пространстве дробилки с рифле-
ными валками 

 ,
2
2

1.1


 в  (17) 

где 1  — угол контакта материала для 
гладких валков [2, 3, 6]. 

Наибольшие нагрузки в процессе дроб-
ления возникают в том случае, когда 
ближнее основание (по направлению вра-
щения) одного из валиков (в дальней-
шем — «опорный» валик) находится в 
«плоскости выгрузки». В то же время не-
обходимо учитывать, что очаг деформации 
разделен на несколько чередующихся сек-
торов, включающих в себя участки с глад-
кой поверхностью бандажа и следующие 
за ними поперечно расположенные валики 
сетки (рис. 4). 

 

Рисунок 4 Положение рифлей валков 
и проекций сил для определения предельного 

значения силы сопротивления 
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Число таких секторов будет зависеть от 
количества поперечных валиков сетки, нахо-
дящихся в секторе дуги очага деформации 

 .
2

.1

 в

вN   (18) 

При расчетах принимаем целое число 
валиков, находящихся в секторе дуги оча-
га деформации. 

Для упрощения расчетов введем сле-
дующие обозначения: 

– коэффициент, определяющий конст-
руктивно-технологические параметры 

 
 

;
4

в

ввв
к b

bRb 
  (19) 

– угол между центром симметрии 
«опорного» валика и осью определенной 
рифли сетки с порядковым номером 

iвN  в 

системе отсчета относительно «плоскости 
выгрузки» 

   ;1 2 
ii вN N  (20) 

– отношение длин окружностей валика 
и бандажа на угловом секторе между ос-
нованиями рифли, учитывающее длину 
поверхности рифли — площадки контакта 
на участке распределения материала на 
валике сетки 

 .
2 рв

в
в R

r



   (21) 

Тогда, с учетом зависимостей (1, 6–8, 
12, 14, 15, 18, 19–21), площадь контакта 
валика сетки бандажа с определенным по-
рядковым номером в секторе очага дефор-
мации материала на угле в.1  в точке при-
ложения равнодействующей определяется 
следующим образом 
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где р  — половина угла сектора ок-
ружности поверхности валков, занимаемо-
го одним валиком сетки (определяется из 
схемы (рис. 1)) 
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Тогда зависимости (7, 8) выглядят сле-
дующим образом: 

– для нормальной (радиальной) состав-
ляющей сил 

 
 

;
12 ..



 мркм
x

i
i

S
F


  (24) 

– для окружной (тангенциальной) со-
ставляющей сил 
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Суммарную силу дробления о рабочую 
поверхность бандажа можно определить как 

 .
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В этом случае результирующая (сум-
марная) окружная (тангенциальная) со-
ставляющая относительно подвижной сис-
темы координат x Oy   силы дробления 
определяется как 

 ,
1

.. 
N

xбтр i
FFF  (27) 

где ..бтрF  — сила трения поверхности 
валка о дробимый материал 

 ..... бдрмбтр FF   (28) 

Результирующая нормальная (радиаль-
ная) составляющая относительно подвиж-
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ной системы координат x Oy   силы дроб-
ления 

 .
1

.. 
N

yбдr i
FFF  (29) 

Выводы и направление дальнейших 
исследований. В работе предложена мате-
матическая модель процесса взаимодейст-
вия дробимого материала с рифленой по-
верхностью бандажей в валковой дробилке. 
На основании данной модели получен спо-
соб определения энергосиловых параметров 
процесса дробления материала, а именно 
окружной (тангенциальной) и нормальной 
(радиальной) сил на поверхности валиков 

сетки бандажей, возникающих при взаимо-
действии с порцией сырья, а также резуль-
тирующих сил, включающих в себя силы, 
действующие при взаимном контакте с ра-
бочей поверхностью бандажей и рифлей. 

Дальнейшими перспективами в иссле-
довании процесса дробления различных 
материалов в валковых дробилках с риф-
леными валками являются математическое 
описание и определение моментов сопро-
тивления от сил трения, возникающих при 
дроблении материала и в подшипниковых 
опорах, а также требуемой мощности при-
вода валковой дробилки при установив-
шемся режиме работы. 
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Vlasenko D. A. (DonSTI, Alchevsk, LPR) 
ANALYTICAL APPROACH FOR DETERMINING POWER PARAMETERS OF GRINDING 
PROCESS IN ROLLER CRUSHERS WITH WAVED SURFACE OF SLEEVES 

There has been proposed the analytical approach for determining power parameters of crushing 
process in a roller crusher with waved surface of sleeves. Based on the Newton — Leibniz formula and 
Lagrange’s theorem on the average value of a function on its segment, the dependence of the crushing 
force is analytically justified considering the function of distributing material over the operating sur-
face of the waved surface of sleeves on the arc of capturing a piece of material. The value of the actual 
contact area is justified, taking into account the conditions of contact interaction of the piece of mate-
rial with the surface of roll mesh of the roll sleeve when it moves in the operating space on the arc of 
deformation zone. Dependencies are proposed for determining the resulting forces at material crushing 
considering dependence of material distribution over operating surface of rolls and riffles on arc of 
capturing, circumferential and direct forces on surface of sleeve mesh roll, as well as resulting forces 
including forces arising at crushing against operating surface of sleeves and riffles. 

Key words: crushing, roller crusher, waved roll, contact area, crushing force, circumferential force, 
direct force. 
 


